﻿CamScar Scanned with CamScanner DUMITRU MANGERON tF NICOLAIE ÍRIMIC UC MECANICA RIGIDELOR CU APLICAȚII IN INGINERIE Volumul HÍ MECANICA VIBRAȚIILOR SISTEMELOR DE RIGIDE EDITURA tehnică auCUBEȘT| CumScLinncr Scanned with CamScanner c U P R I N S pafi* Introducere c* * · · * ■ ' Ftirtaï π rirtftrn: MODELAREA MATEMATICA A VIBRAȚIILOR SISTEMELOR DE RIGIDE * - · Capitolul IX : Cl nema lieu vibrațiilor sistrijieHr de risiile § Probleme generale ale cinematicii tnbrofiiiar » Ю Clasificaren cinematică а vibrațiilor sistemelor mecanice IO Probleme cinema tice ale elementelor sistemelor vibrante § Е/лті?л/й de cinematica vibrațiilor ttetormiriisle Forme uzuale ale ecuațiilor finita ale vibrațiilor de tip determinist Compunerea vibrațiilor rectilinii armonice ortogonale Compunerea a irci vibrații armonice ortogonale Ccrpítohil X Dinamica vibr ri|iilar sistemelor de rlj|ldu ț Caracteristicile mecanice inerțiale șl cinetice ale sistemelor vibrante, Carne t cris tic ile inerțiale generalizate ale sistemelor vibrante Caracteristicile cinetice ale sistemelor vibrante Garaeferldíctfe (¿íjiiíjíi ire щелега? íroíe ale sistemelor vibrante S Excitarea sistemelor vibrante , Clasificarea și caracterizarea excitațiilor Principii constructive ale excitat oarelor § Forme aie ecuațiilor diferențiale ale mișcărilor vibratorii ale sistemelor mecanice Ecuațiile diferențiale, in coordonate generalizata, ale vibrațiilor sistemelor mecanice efectuata in jurul pozițiilor lor de echilibru static Ecuațiile diferențiale, in variabile de stare, ale vibrațiilor sistemelor mecanice efectuate in jurul pozițiilor lor de echilibru static S Fdspansul sisienirior vibrante supuse ia excitații ddlerministe Studiul răspunsurilor sistemelor vibrante liniare Studiu! răspunsurilor sistemelor vibrante neliniare Determinarea răspunsurilor sistemelor vibrante prin integrarea numerică a ecuațiilor diferențiale ale mișcărilor lor vibratorii G ¡canner Scanned with CamScanner fi Cuprins £ Jííiípuíisuf sjsfemefor uíàranfe Л'лі«ге Si/ptrsf ificJCÍ/íifii íTÍCíHn BiWíoffrafíe CuniScuiincr Scanned with CamScanner INTRODUCERE lui inducerea, în programele analitice ale disciplinelor de mecanică predalo in facultățile tehnice, a studiului vibrațiilor mecanice a fost justificată inițial de necesitatea imperioasă a atenuării efectelor dăunătoare ale acestor lenti mene mecanice, apărute tot mai frecvent în tehnică In ultimele două decenii Larga răs pi ridire a acestor efecte nedorite — între care trebuie menționate, in primul tind, cele datorate rezonanței — , poate fi explicată, în mare măsură, prin cele două trăsături caracteristice ale tehnicii moderne, și anume, creșterea apreciabilă a vitezelor de lucru ale utilajelor, pe de o parte, și reducerea substanțială a raportului dintre masa mașinii și puterea mecanică a ci, pe de altă parte Becentele utilizări date fenomenelor vibratorii, prin crearea unei întregi game de mașini și utilaje de tip nou, cu organe de lucru funcționînd prin vibrații, iar alteori prin vibrații și șocuri, cum sint : mașinile vibrop emítante pentru înfigerea piloților în pămînt, mașinile vibratoare de compactat, grătarele vibratoare pentru des-haterea formelor de turnătorie, forjele și stanțele vibropercútante, vibropeicu toa rele de transportat și cernut etc , fac în prezent și mai indispensabilă inginerului mecanic studierea acestor fenomene în acest volum al lucrării *J vor fi prezentate principalele probleme teoretici' ale mecanicii vibrațiilor sistemelor de rigide, precum și aplicațiile lor mai importante folosite iu tehnică *) Sc tace mențiunea сЛ ucesl volum роціе Ti Înțeles d ТйгЛ consultarea prealabilii a volumelor precedente» с» crnidlțla srt se cunoaseA noțiunile de ΙκιζΛ nie mc conici I teo p — adică, Se in-Iinduc noi parametri lagrangcicni și deci, corespunzător lor, trebuie luată in considerai ic o nouă valoare a energiei cinetice a sistemului iiimmnic —, iar prezența unor excitații perturbatoare, de tip deter-miuisl sau aleator, externi sau interni, avi ud diverse origini — șocuri repetate, variații periodice sau aleatoare ale unor parametri construc-i ivi sau îunețtonali ai sistemului mecanic, excitații inerțiale provocate ile ііпрггГее Іа centrare a pieselor în rotație etc — și suprapunîndu-se pesh solicitările obișnuite, corespunzătoare mișcării principale,modifică și лгaloi'ile foițelor generalizate în unele situații — și numai acestea, vor fi luate in considerație in continuare —, noile ecuații finite ale mișcării corespunzătoare situației menționate inni sus și roprezentind soluția determinată = ■ — p) dintre ei identic egali cu zero — determină mișcarea principală, im· wfr(t) reprezintă variațiile pma-tneirihir Imirangoiení — respectiv, expresiile noilor parametri generalizați introduși in sistem —, apărute ca urmare a modificări lor de structură și solicitare a sistemului mecanic, amintite mai sus Scanned with CamScanner CamScaniìci IS Мсчіі-Імгсіі macellililiert il НІнЩШиг мМгіт'Ьт tir réside Mișcarea mimului uieennie delvrminntA pt iu суп de ιι diurn serie ilo temoni din membrul drept ni ecuațiilor ( L i ml ¡ей prin ecuațiile K't = irt(t), (A » H· ( ) cu funcțiile н\(Л considerate emil itine ți de vel puțin două oH derivabile iu raport cu timpul — sau vel puțin continue și derivabile pe porțiuni—, vn fi numită mișcurt· /urhiWm/mii'o « чіхГгтм/ні mr-etrjiíe, ecuația generică ( ) numindii-se și eu етий/і‘л/ »н Л и miș-carii perfurbittoare cores p ti ніЛЬхігі' ffnithtliti * (/) pot fi reprezentate, în·, aceleași repere carteziene — evident, la aceeași seară a timpului și л ordonatei — prin grafice, curba reprezentativă — este-vorba dc curba trasată prin linie întreruptă în fig — fiind numită graftcwl vibrai iei corespunzătoare gradului de liberiate к a sistem ulna vibrant Acest grafic mai este numit și «Ягортоздв tr¿ra¿¿e» согрярит»-zăloare gradului de libertate к a sistemului vibrant, ultima denumire· — înlocuită in unele ramuri ale tehnicii (de exemplu, in electrotehnică)· cu aceea de oscilograma — fiind justificată de faptul eă o asemenea, curbă poate fi obținută pe cale experimentală cu ajutorul unor (apa-’ate de înregistrare st vibrațiilor numite vibrografe, respectiv osetfa- a c, g Scanned with CamScanner un Λ* IIli Mwteìflпчі JimtL’iitfltÌcJ а иШгпίίίοr νr stentetor ite rigide íjru/л {Sr hie r ргешшгон Іііый ей зд'кіа Пряіпіе pul in regi st гn nu ini inni variațiile coinilиniitrlnr gimen di z» Le — dopi us ă ri Ihiiaie яші uiighUi-liu'r—, ei și viteze generalizate și chiar ііссеіі'гщіі ale vibijițiikii'J Vili im imi variației ít\ (Í) în I ΜΙ η η ίο ment oarecare al in Le]· valului ile linip in caro ente clef¡Jiil il mișcarea vibratorie а sistemului înmii de este numită а vibrației respective, iar va Iun rea uremici variații rin^piiiizăl oiire lincia din extremele graficului if’ttf)» de exemplu, cel cuprins in îiiIui'vîiIllI de timp = Λ ah — ^ьлі si-va numi timpi ii udì »e a vibrației in intervalul dé timp тІЛ sau inca· timpi Undi uè ft vili rației In vtrful corespunzător i ntervaluhti de fi mp -tlt, Ourba Q* — î*(t)} trasată prin linie neîntreruptă în fig și construi lă prin însumarea, în orice moment t, я ordonatelor cores· pn пи Atoare acelui moment ale punctelor de pe graficele €/й = = și tt\ = w*(l), va reprezenta mișcarea peturbață a sistemului mecanic corespunzătoare gradului de libertate к și este numită graficul mișcării perturbate, corespunzătoare gradului de libertate k, a sistemului vibrant în cazul vibrațiilor cu caracter alternativ, cum este cea reprezentată in fig , punctelor de pe vibrogramă, In care elon-gațiii dovine egală cu zero, adică = Ú, (A = , Э, , ), Io ■ corespund pe graficul mișcării perturbate punctele С\л, situate chiar pe graficul mișcării principale, aceste puncte fiind numite curtiré de oseilație ale vibrației corespunzătoare gradului de libertate k Fragmentul din mișcarea vibratorie care cuprinde o alternantă cu valori pozitive și una cu valori negative a variațiilor Wj(t) și căruia ii corespund, pe graficul mișcării perturbate, trei poziții succesive ■C^h-n ^ι·ι* Și Сд л+і й'с centrului de oscilație, se numește oseilație ■eompleiăț timpul in care sc executa acest fragment al fenomonuhii vibrator iu avînd valoarea ^ib = + Tirt = Ujia — tri i) -ț- țÎi,Arl — Î-i-j,) = ( ijt h-n — í^h ])· ( ) Tu cazul vibrațiilor cu caracter pulsato г iu, oscilație completă ко va numi fragmentul de mișcare cuprins între două reveniri suece-HÎvc la yakjarca zero ; durata acestei oscilații complete va fi formată insă ații din intervalul de timp determinat ile ecle două reveniri Ruccesive la valoarea sera, cit și din intervalul imediat următor ultimei reveniri, în care elongația se menține constant пега Dacă pentru toate cele r vibragrame wk = согенрипиіѴ toare celo г r grade de liberiate ale sistemului vibrant, moinei itelo Scanned with CamScanner Cinematice НЬгпНШіг лідПиіе/иг de ripide » /» in care chmifațiile devin egale en zero sini aceleași, adieă, pentru ij* = — ■ * ■ = L = ■ ■ ■ = #r» — G rezultă «■,(/*) = »Сл(М = , = iG(Q = , = ірДГ*) = о, atunci pozițiilor sincrone intr-un asemenea moment /** = /* alo controlor de oscilație ale vibrațiilor sistemului mecanic le vor corespunde, intr-un reper cartezian generalizat r-ortngonal ■·· $?■ un punct figurativ caro va fi numit in continuare rew/ги de oarttafù? я ¿úrtcmidíH rifrrmd ; se înțelege că in cazul unui sistem, vibrant care execută mișcări vibratorii in jurul unei mișcări principale poziția acestui ultim centru de oscilație se va schimba continuu in reperul cartezian Ώγ* ,, gf, in timp ce in cazul unui sistem vibrant care execută mișcări vibratorii in jurul poziției sale do echilibra, poziția acestui centru de oscilație va fi fixă in reperul menționat mai sus, ea coinoizind chiar eu originea Ω a acestui sistem de-referință (C = £ ) dacă se aleg astfel coordonatele logra ng ei en e-incit să rezulte condițiile : iif = , (fc = , , r) Clasificarea cinei muică a vibrațiilor Funcțiile fCj = irji), care definesc mișcarea vibratorie a unui· sistem mecanic, efectuată fie in jurul unei mișcări principale, fie in jurul poziției de echilibru static a sistemului vibrant, pul fi date, în aplicațiile tclinice concrete, sub următoarele trei forme principale : — analitic, formă folosită Îndeosebi atunci cind aceste funcții rezultă ca soluție a sistemului lagrangeian de ecuații diferențiale ale-mișcării sistemului vibrant, obținerea acestei soluții implicind deci stabilirea prealabilă și integrarea sistemului respectiv de ecuații j — grafic, sub forma vibrogramelor, atunci cimi studiul fenomenelor vibratorii se face prin prelucrarea vibrogramelor de diverse tipuri, care înregistrează variațiile mărimilor ce caracterizează mișcarea vibratorie cercetată ; — tabelar, atunci cind studiul vibrațiilor se face pe baza măsurătorilor efectuate in momente determinate f, asupra mărimilor care-caracterizează vibrațiile, acestea fiind, în cele mai multe din situații, Scanned with CamScanner "J Cam Scai ■ΊΙ МнНіФігічі ілгНг nari Irfl Λ иРіГгіЦіНг Mtwfor /fe rígüfe - υΙπιικιψΠη dupliiiiifti'llnr liniare nalt iirighiliÎîmï*, atabiliJidil-se apoi Iuliulu uli ічіі'і’мрпінІічЦіФ G *■ W*(G)i I f , i ?" J i — I f -» ■ * ■ )' EmIp иіхиг il·’ îriphH <>ă, J и и I Urnit instanță, pot fi construite vibrognimulu ГптЦІІІш· н>д 'MO , cazurile cind aceste funcții ntnt diiih' nu h Inni ni- aliali Uni mj e biar in cazurile cinti suit date tabelar, in lilLlnia Hiluații' reprezentările grafico avînd Insă un caracter ile ¡qn’iixhnihțlnț асеиніЛ aproximație poate fi totuși oricit de mult tiidnndllilțllft, prin еГепііініѵа maKUră lori lor intr-un număr oricit de шаге du iiiiniiente ale iiituivalnhii ile timp in care se studiază iniijeineib vibratoria Peiilrii examinarea со meten dui vibrațiilor unui sistem mecanic, cea nuil iivaiihijoiUift formă de prezentare a funcțiilor tMO este însă eua а ѵіЬгіщпінцікіг, reunite intr-o vibrogrtunâ globală pentru toate cele r umilii de li heríale iile sistemului vibrant, adoptîndu-se peste tot FI g aceleași scări de reprezentare a timpului și a clongațiilor și fixînd originile una sub alta (fig, ) ; o asemenea vibrogramă globală, care va fi numită tibrogratna «úfemuhií tn&runt, va furniza informații imediate asupra valorilor variațiilor corespunzătoare unui moment· oarecare t aparțini rid intervalului de timp pentru care s-a făcut înregistrarea iji, in anumite situai ii ce vor ii analizate pe parcurs, va oferi chiar posibilitatea previziunii evoluției ulterioare a fenomenului vihratoriu studiat, lucrul cel mai important pentru practica inginerească Se înțelege, însă, cft pentru o descriere corectă a acestei comportări ulterioare, o singură înregistrare a variațiilor î^(t) ale parametrilor lagrangeioni ai sistemului vibrant nu va fi concludentă, deoarece în afara unor factori controlabili care influențează direct fenomenul, există întotdeauna și o scrie de factori aleatori (intimpLî-tnri) solidi ari aleatoare, variații aleatoare ale unor caracteristici Scanned with CamScanner Cani Sta ѵНтЦІШіг мІиР'МігІог ¡h· rlfjldi* Il aie sisl omului vibliilit ulc , euro nu put li mliitnriiți și curi’ ІііІІнап· țoazil și ví, intr-o măsurii Dilli ііііы'ѵ н;ыі ПІИ і nitrii, mmpo liaren мімі-е-inului fumili repetare» de un гшшііг пнп-е ile ori а е\ргі ііііеиІ uliii, in e iindiții controlabil tilriiliee dr hir ril, poalii iiJìHii gnulul do influențare factorilor aleatori, refl vel al prin asci tuliіипм,, кмі ni), n vibrogramolor inrcgistiatu pciihrii fivetire vibrație н\( ) и нініелііііііі vibrant Obținere^ hi repetarea ехрітіінгпі nini peni ru vibmț iii (ки'ен-punzătoaro unui anumit giud du libertate />·, u> unor vibiOgr imu care nu se ileoscbusc iul re ele Ca o vibrație generică, corespunzătoare uricăruia din gradele de libértate ale sistemului vibrant — în al doilea rînd, í itrucít fiecare dintre vibrațiile w\( ponto avea uu număr oarecare de componente мм(і), Ц Ь -p »’ч*Л aceste componente vor fi notate, in cadrul aceleiași ronwijțH do notale menționata mai sus, numai cn un singur indice, pus Intre paranteze, adică se va scrie relația f~l Cam Scaune Fanne uzuale ale reuațiiivr finite ale mbntiiitor de tip (letcriM-nist Forme file ecuațiilor vibrațiilor periodice Se numește wiftrwih pmudic#, oscilația mecanică pentru caro variația w — nj(t) se prezintă ca o funcție periodică de timp, satisfă-cînd deci relația ii nde w( ( ) este puîsap’ii ei Inversul perioadei, adică mărimea ' = ^ = ¿№i ( Í) Scanned with CamScanner ІЛ U Cincin alica l'ibrfffitior діяііглеіпг tir rigide reprezintă j -íni /i/ti ri^ru/tif considerate și рѵлілг aplk-ațiik I ehi· ice mecanico cui mie i% este cuprinsă intra rileva fracțiuni de hertz și rileva sute do herți După cu in se observă, tehnica mecanică curentă a vibrațiilor se extinde numai asupra гіТсл/п/ог (v лф« лгшошен este cea mai simplă vibiuțio periodică, ea fiind definită prin ecuația w = A sin (fcf + «) |î ( , ) Л, /г și a fiind constante, primele două considerate totdeauna pozitive in cele ce urin/ază Se înțelege că tot vibrație armonică va fi și vibrația definită prin ecuația ÎC = A cos (Â'i " a), deoarece prin înlocuirea constantei a cu constanta л* satis făcând relația a = a* — se va putea scrie w — A cos + «*)* Cele trei constante caro figurează in ecuația ( LI) au următoarele semnificații : — constanta A, reprezentind amplitudinea vibrației armonice, indică valoarea maximă a modulului elongației w ; — constanta k, considerată pozitivă, reprezintă pulsația vibrației armonice, ea furnizind, prin raportul ( ) регіик/й vibrației armonice considerate : — constanta a, numită fami inițială a vibrației armonice și satisfăcind, obișnuit, condiția O C a r l* fiind momentul în care începe o buclă a sinusoidei cu valori pozitive ale ordonatei, acest moment satisfăcînd deci relațiile sin (fci* - a) = ; cos (ki* ψ a) = , ( ) După efectuarea calculelor, rezultă valoarea î j A wn = «?țt)= -=T^‘ ( ) ТС /С J — Jfedia pătratiGâ a, etongaiiei iu intervalul unei semiperioade va fi dată de relația —Я— Гх’+г- (¿¡J = w (i) = ‘ A sins (Jîî + a) di = Л· — cos [ (?gg + ί b τα f i Но г з istem е ! or dg rigide : vibrant rezultă prin suprapunerea unui număr oarecare de vibrații armonic?, cu amplitudini, pulsații și faze inițiale in general diferit? In cele ce urmează va fi examinat efectul suprapunerii a două vibrații armonice, corespunzătoare unui același grad de libertate,, aceste vibrații, determinate prin ecuațiile w ( > si aduni nd și scăzind în același timp, in membrul drept al ecuației ( ), termenii —sin (fcst л ) și—sințA^i aj, această ecuație va putea fi adusă la forma i » = - —£ [Sin țM a ) sin (fcjt -I- a,)j O [sin (A-J az) — sin (fcji я,)] Folosind, în continuare, formulele de transformare a sumei respectiv diferenței, de două sinusuri iu produse de sinusuri și cosinusuri, ultima relație va mai putea fi scrisă sub forma sau încă, scoțind forțat în factor produsul (A, A ) cos -— / - Scanned with CamScanner Cani Stanne Modvlarrn matematici a Nhrníiííor ямміФи ih' Ht/Ші Introducimi, iti fine, notai in cu unde prin A( s-a notat radicalul de la numărător, se va putea aduve ecuația ( , ) la următoarea formă finală Scanned with CamScanner CamScannei Cinema ti ед чііігй{iilor sütemelnr de rigide іл U CH - ( - Μι + АІ + ΛÃ ms [(t„ - Ir,)! + ( inai ícã ti inbrafiíior si stem gJor de rigide un — pulsația vibrației rezultante, definită prin relația Ji( ) « φ(ί) = + ад ( ) cu à Η) = ~ ¿ ) ( ) *· ι -}- Aj -|- iiAjAg cos [(^ — “Ь (*а ai)] nu mai este constantă, ci variază periodic cu timpul, cu perioada adică se poate scrie fc(t + kTt) = Λ(ί), (h = , , , ) ( ) Sc va remarca ea ultima caracteristică constituie de fapt o consecință directă a celei precedente, deoarece modificarea in timp a fazei implică și modificarea pulsației și deci și a frecvenței* O vibrație definită printr-o ecuație de forma w = A(i) sin [fci + « + a(f)], ( ) cu funcțiile A(/) și a(i) oarecare, este numită, in general, vibrație cvasiarmonică cit modulație în amplitudine ÿi în fază, sau vibrație cvasiarmonică cu modulație în amplitudine și în frecvență, A(i) fiind funcția de modulație a amplitudinii, α(ί) funcția de modulație a fazei, iar â[t} funcția de modulație a frecvenței [pulsației) Mișcarea vibratorie rezultantă definită prin ecuația ( ) constituie un caz particular de asemenea vibrație modulată, corespunzător variațiilor periodice ale celor două funcții de modulație, din caic motiv va fi numită vibrație cvasiarmonieă cu modulație periodică in amplitudine și în frecvență Este important de reținut faptul că deși funcțiile de modulație ale amplitudinii și frecvenței sînt periodice, totuși vibrația rezultantă va fi periodica atunci numai cinti pulsațiile și k ale vibrațiilor componente vor fi comensurabile, adică raportul lor va fi egal cu raportul dintre două numere întregi, și considerate — prin simplificarea eventualilor divizori comuni — prime între ele Scanned with CamScanner CamScannei Cinematica і?і bramii or sistemelor de rigide un Λ* cu consecințele fcg rh Îlg ¿fj ÏJ| = j Пі perioada avind in aceasta situație valoarea ( G) ji “ “ it T = И = «t — = (^ + «s) -——- =(Hi- «J - = Ai fcy + — % = (« ( ) ìntr-adevăr este suficient să se urmărească șirul de relații dc mai jos w(t+'hT) = fcî ) sin (i + λ=Τ) = A(i + &(я — nj TA) sin - к и + —’ fl-i) ^ + și să se țină seama de egalitățile ( , ) și ( ), pentru a se ajunge la concluzia w(t +hT) = A(i) Rin + - ІІ= (/)sin[A±b i+ Î! ±Î + + ft(/)+ (λ + fc(Wl +«JTC (fe = , , , ; λ = , , , tiau íncãj luind în considerație numai valorile lui λ care satisfac relația λ = fe(«: + n )t cu consecința [λ + /¿( ,i + Τί!) π — Й(йі " fla) * “æj Scanned with CamScanner № Modelaren maíemaficá π ri h rațiilor swmetor de rigide la concluzia írtí -ífT) = A ( sin = «?(П, ( J ) іл и care justifică afirmația fícntu cu privire la perioada mișcării vibratorii rezultante Se înțelege că in cazul t ind pulsația este foarte uiare in comparație eu pulsația l·,, deci ciud perioada vibrației repulíante devine și ea foarte mare în comparație cu Tp sesizarea concreta a periodicității vibrației rezultante poate deveni practic imposibila Vibrograina vibrației rezultante ( ) se va prezenta, in condițiile de periodicitate ( ), sub forma unei sinusoide deformate periodic atît in lungul axei absciselor, cu perioada de deformare T = і/ Гг = м Та> cit și in lungul axei ordonatelor, cu perioada T —Tf— ————, această sinusoidă deformată fiind cuprinsă intre infășui-ătoarelc ( Гд) și ( ÍJ), (fig ), trasate punctat m figura și determinate prin ecuațiile fi?j = Mț + Ц + JKUcos [(l·, — I ji · (aa - aj], ( ) «a ” — V-i] + - Fîg C respectiv Λ(ΐ) = A, cosí— — i -J-— — I a(/) = a = λπ, (λ = , , , Introducind notațiile t = Л, ( , ) ( ) Scanned with CamScanner CamScamicr ф a & Modelaren matematică я vibraiiitor sișlemdor d l*|) este foarte mică și relația ( ) care va lua acum forma Я и и S я cu A(i) = IM? -HH-a^cos [ΔΛί+( г Je r'iwirje unde prin γ s-л notat raportul у = σ/Α ( ) numit ,?r«d de Îm și aviml, in general, valuare subunitară, (γ A + β) ( ) pentru cazul eînd gradul de modulație define infinit, (A — ) înfășură toar ele vibro gr am oi sînt curbele (Γ',) și ( Γ'ί), trasate punctat în fig , ele fiind reprezentate, de asemenea, prin două sinusoide deformate in lungul axei ordonatelor prin amplificare cu factorul constant A ; ecuațiile acestor înfășurătoare sînt Wj = + A [ + γ sin (шл β)]; w'J = — А [ + γ sin(wj ί + β)] ( ) pentru Λ ¿ ϋ, respectiv = + a sin (b>¿ ί+ β) j = —л sin (щл t + β) ( ) pentru A — După cum se observă, infășurătoarele sînt limitate, la rîndul lor, de dreptele wi,a = - A [I i γ] ; wi ț = — A [ ± γ] în cazul A / și de dreptele w' = +« ; w" = — a în cazul cînd gradul de modulație devine infinit, (A = ) Spectrograma corespunzătoare vibrației armonice cu modulație armonică în amplitudine are forma din fig , a pentru valori finite ale gradului de modulație (A ψ ) — deci in prezența vibrației purtătoare — și forma din fig , b in cazul gradului de modulație infinit, (A = ) —, deci în absența vibrației purtătoare Datorită proporționalității pulsațiilor / tt \ tu frecvențele, fc = = πν L porțîu- ■n-UJț R P σ frir Bj & Fig, , Scanned with CamScanner -Hi MoriHflTCfl тшетдіісй л pibrațiitor sfatemefor de riflïdg nea din speclrugrauiă corespunzătoare celor trei reprezentări ale vibrațiilor componente poartă numele dc ¿««da a ь spectruluide /w-rgw/β ale vibrației armonice cu modulație armonică in amplitudine, iar intervalul Κ ζ = ωΗϊ ( ) determinat do această banda pe axa pulsații lor, este numii l argintea benzii de frecvență a spectrului -vibrației rezultante considerate ° Vibrații perioiliec generale în majoritatea covîrșitoare a situațiilor întâlnite iu aplicațiile tehnice, funcțiile periodice de timp w = w(l) sînt mărginite, continue cel puțin pe porțiuni și prezintă un număr finit de extreme intr-o perioadă, satisfăcind cunoscutele condiții de monotonie ale lui Lejeunc-Dhichlet i în aceste cazuri, folosindu-se metodele analizei armonice, aceste funcții vor putea fi dezvoltate in serii Fourier, scriindu-se w =^-+Σ [«>с°МХЭД + Міп(Х?ад λ=ι cu к = π}Τ ( ) ( ) (T fiind perioada funcției) și cu coeficienții seriei determinați prin relațiile Π Jt Γ Ï «o = — \ w( di ; π Jo ( ) rt = —{ *№(ΐ) cos ( Ziti) di, Г Λ ( ) а* Л Г rt = —\ wți) sin (Ш) di- TU Jfi ( ) Scanned with CamScanner Chir motif ti vibrali for gJjtfemdtÌr de rlpldr Scoaterea, forțat, Іи fautori n coeficienților hk ■/·■ și іпі пмііі· cerca notațiilor (,λ і Sili αλ J “Il O- \ , = tg α}, = ——i, ( ) «>н Λλ CU Λλ —-— = У «“Η- = At ( ) соя αλ permite să se inai serie dezvoltarea în seric* Foiirivr a funcției periodice w = w(f) sub forma ÍÍ LJJ w = ЧУ A Sin (Xta+ αλ), λ-ι care va permite, după cum se va vedea ulterior, Bă se dea o nouă interpretare vibrației periodice generale Dezvoltarea în scrie Fouricr a funcției periodice «? = w(l) capătă, așa cum sc știe din analiza armonică, forme simplificate în următoarele situații : a) în cazul par ¡lății Juncífeí periodice w(t), această paritate, considerată îu raport cu originea timpului, fiind exprimată prin condiția w(—i)=w{i), ( ) poate fi recunoscută prin simetria pe care o prezintă vibrograma w = w(t) in raport cu axa ordonatelor, (fig , a) în această situație, dezvoltarea in seric Fourier va conține numai cosi misurile, adică se va putea scrie Д OT W αλ соя ( λ^Ο )ΪΓι ( ) ( , ) J r Scanned with CamScanner ÎS Cani Scanni· Modelarea ща tematicii о nihrafiÍÍor sistemelor jte rigide и cu ее eficienții іц detenuinați acum vu ajutorul relațiiloi ir ( * ÎC(f) COS (XfcO «W λ ( ) b) /н ertati ítii/itiríM/ii /uMîîî penWiw w(î) această impar i-tiite, considerata de asemenea in raport cu originen timpului, fund exprimată prin condiția tcț—l) = — ( ) poate fi recunoscură prin simetria vibrograniei fața de originea reperului £Ww (fig , b) în această de-a doua situație dezvoltarea în serie Fourier va conține numai sinusurile, adică se va putea serie w = X bîh ( Xfcl) , X μ I cu eoe filíen ții ίιλ da ți de relațiile r’F £λ — —\ w(t) sin (Xfct) di Γ Jo ( ) ( ) c) In cazul sitnetriei funcției periodice w(t), această simetrie, exprimată prin condiția w(i+T/ ) -w( , ( ) poate fi recunoscută in vibrograraă (fig, , , c) prin faptul că translația efectuată in lungul axei timpului, în oricare din cele doua sensuri, cu o distanță egală cu —, face ca vibrograma transla tată să dei ină simetrică, față de axa absciselor, cu vibrograma inițială- Scanned with CamScanner Cam Scarnici· Cinematica riiirflțiiior sistcm₽!ür de ripide tu această din urmă situație, dezvoltarea in serie Fourier conține numai termeni de rang impar, (λ = μ — ; μ = , , , , adieă se poate serie ir = V [ι^μ-i COS [( μ — IM + ¿зц , sili [( μ — )И] = μ-t = V¡ Aajl i sin [( μ — l)tí+ OSH-J I n-i i ( ) în ceea ее privește caracteristicile unei vibrații periodice cu funcția de definiție dezvoltată in serie Fourier, ele vor avea expresiile stabilite mai jos : — гя/оагеи medie a elongației vibrației în intervalul unei perioade, determinată prin relația —·+ £ A sin (Ш- + «J ¿ л - di Г л -rh τ“^^Λ€ (,Λί+ΐλ) se va reduce, datorită relației evidente cos [λΑ·(ί - ì*) + «λ] = cos (λλ'ί-|- αλ) numai la termenul liber al expresiei ( ), adică va rezulta ^дп « /¿j| ( ) — metfta păiratică a elongației vibrației In intervalul unei perioade determinată, prin relația r(-ьгГ a Ia И, = W (i) = —\ - +£Аэт(Ш - αλ) dí = Λ L ι ι со У) sin (Xfcí " œà) + ï η + £ А Лц sin (xfc( + aj sin (μ£ί+αμ) |dí, * — с, Scanned with CamScanner CamSca ΐίϋ JWfMÍffflrpfl· tnftltííHwf Εί:ΖΞ o wfbMíШот чШеУпеІот· ílj va aven, datorită condițiilor Аі+Т I , , ' к sin (Ш-Н α>) (U - — - - шя(?ЛН «J J, Xk t sin (λΛ'ί-|- ®> ) sin (μ?₽/ - ûty) di CO» [(λ — μ) kl -l· i ? T ✓= V> fb = 'i} - * Ξ -}-(αλ — a|Jt)] di — к сов [(λ - μ) fa “ (αχ -«μ)] di }t X= , (λ * μ) — condiții ușor de verificat în baza relațiilor sin [(λ — μ) λ( " (αλ — αμ) + ( λ — μ) fc ] = =s Sili [(λ — μ) fci+ (αχ — αμ)], SÍI [( λ - μ) kt + ( αχ " ακ) ” ( λ “ μ) | — ^i [( λ " μ)^ί h ( αλ ’ αμ)]τ de asemenea evidente —, valoarea β л ° μρ = tfl (í) = - Σ Λ>· ’ ¿ χ=ι I ( ) — valoarea eficace a elongației vibrației ín tufcruaÎuI ¡znei perioade, determinată prin relația ( ) — factorul de formă al vibrației in intervalul, unei perioade, dat de relația ( ) Scanned with CamScanner Cam Scaune V Cinemoíica pthrcțîitor shfcTjieÍor rigide Uevenind la turma ( ) a ecuației vibrației periodice, se observă ей ca permite să se interpreteze o asemenea vibrație ca rezultând din suprapunerea unui număr infinit de vibrații armonice, cu pulsațiile crescind in progresie geometrica cu rația r = k, prima vibrai ic componentă îî’ij, — Λ sin (kt -J- î|) ( ) numindu-sr arniouică /пшМшенЫй л vtfrra/íeí periodice, iar celelalte Vibrații eoinponcnte wtya — sin ( λ/ct + α χ) = Αλ sin (fc¡J -|- αλ), (λ = , , ) ( ) purtând numele de armonice de ordinul superior λ ale vibrației considerate Forma ( ) a ecuației unei vibrații periodice mai permite, de asemenea, să se stabilească forma spectrogramei unei asemenea vibrații, spectrul frecvențelor prezent indu-se in această situație ca în fig , cu segmentele reprezentative ale amplitudinilor situate la distanțe egale unid de altul și cu lărgimea benzii frecvențelor infinită Cunoașterea acestei speetrogra-ine prezintă o deosebită importanță pentru aplicațiile practice, construcția ci constituind, de fapt, unul din aspectele principale ale oricărei cercetări experimentale in domeniul tehnicii vibrațiilor într-adevăr, intrucit in aplicațiile concrete nu se та putea lucia cu sume ale unui număr infinit de termeni, așa cum apar ele în relațiile ( ) și ( ), va trebui să se recurgă Ia aproximarea sumelor de serii infinite pria polinoame trigonometrice de un ordin oarecare l, adică la aproximări dc forma w( = " + Σ cos (Ш) + Min (Ш)], ( / ) Scanned with CamScanner K jModcJargg matematică д ttìbraftilor sísíemeJor dtr rigide respectiv w ’ m?(() = - + ¿ A*in (Ш - «û- > =i ( ) un Λ* în asemenea situații, spectrograma vibrației та fi aceea саге va permite să se stabilească ordinul maxim al poli nonni lui trigonometrie care aproximează dezvoltarea in serie Fourier, adică in fond, termenul de la care poate începe neglijarea armonicelor de ordin superior, cu amplitudini mici in comparație cu cele ale armonicelor considerate in polinoin în cazul seriilor trigonometrice puternic convergente, serii intilnite, de altfel, destul de frecvent in aplicațiile tehnice, dezvoltarea m serie Founer se aproximează, de regulă, cu un polinoin trigonometrie cuprinzind termenii corespunzători bandei de frecvențe care include cel mai mare dintre maximele curbei /îj/ia ■· · ce unește extremitățile ordonatelor spectrogramei (fig , ), numărul armonicelor cuprinse intr-o asemenea bandă fiind obișnuit de ordinul unităților Determinarea, io această situație, a coeficienților poli no mu lui trigonometric care aproximează dezvoltarea iu serie Foncier se poate face prin următoarele mijloace : ) Prin utilizarea analizărilor de frecventă adică a unor aparate construite pe principiul integratoarelor mecanice de tip planimctru, care, pentru o vibrogramă dată, permit determinarea unui anumit număr de coeficienți Fourier ( coeficienți in cazul annh^rultfi Corradi, coeficienți in cazul analizaralui Hancei/), -Prin prelucrarea grafo-aatilitică л t?іЬгодгаіпеІог^ esistine! mai multe metode de asemenea prelucrări, dintre care cea mai des folosită este wioda ^іасАег-Япіиен, [ ] Scanned with CamScanner CamScannc ІЛ V Cinematica uibraflitor sistemelor de rìpide ) Prin cfitcìit, in cazul unot vibrații periodice cil cicluri simple, alcătuite din cite o porțiune de curbă plană clasică — buclă sinusoidală, arc de parabolă, segment de dreaptă etc — continuată uneori și cu o porțiune, corespunzătoare unei durati! - \ A ( fc J Scanned with CamScanner Cinrmflficti rțbrfltilfrir de ripide Șț» și deci I -f- co# ( Xfc -A > « -pentii! λ = uf J -rüS(Zrc)/ (Xa-l)* У— πϊ (λ * —· )πϊ \„ (j neutrii X= u — Jta ( ) și observind ей pentru coeficienții rezultă in acest caz valorile wSinixfc-) is z= pentru λ T h ț j Jq ίίΐ /( ( -p β)] Ü , sin [η sin (ω/ί + β)] ~ η sin (w/t + β), se mai poate scrie «?(() = JL(î) sin [И + a — η sin β] + ηΑ(ί) cos [ΛΓ+ α — — η sin β] sin (ωζί β) Este suficient acum să se exprime produsul sinusului prin cosinus din ultimul termen al relației precedente ca diferență de două sinusuri, pentiti a se obține ecuația vibrației ( ) sub forma tp(i) = Л(і) sin (fci + α — η sin β) - - J ) Sin[(fc - ωζ)ί - α + β — η sin β] — ( ) sin [ (?C — ωζ) Ϊ ‘ α — β ” sin β], care aiată că vibmția cyasiarmonică cu modulație oarecare in amplitudine și cu modulație armonica în fază poate fi considerată ca rezultînd din suprapunerea a trei vibrații cvasiarmonice eu modula- Scanned with CamScanner Prob le nie generale ale cinematicii vibrațiilor CamScannc ții* numai in amplitudine, de pulsații ¡t, (A- — ωζ) si (À* — ω/) яі de amplitudini Л(Г), F La momentul t¡ ciad funcția Л( va lua valoarea A(/(), specto-grama va avea forma din fig Revenind la vibrațiile cvasiar-munite cu modulație numai in amplitudine; de forma componentelor vibrației ( ), trebuie de făcut mențiunea că ele sint foarte des in ti luit e in aplicațiile tehnice, fiind forma cea mai frecventă de vibrații cvasiperiodice MiJ k+cüf к Fig Vibrograma unei asemenea vibrații, cu ecuația finită de forma t w(t) = A(t) sin (H + a), ( ) de regulă cu Ați) > , este o curbă obținută prin deformarea unei sinusoide in lungul axei ordonatelor prin multiplicare cu factorul variabil în timp A(t) ; înfășurătoarcle vîbrogramei sint curbele (I\) și (fj), determinate prin ecuațiile iCj = -¡-A(t) ; w'j — —A(f) ( ) Se poate demonstra că această vibrograma este tangentă la cele doua infășuiătoare ale ei in punctele corespunzătoare momentelor pentru care sinusul din relația ( ) ia valori extreme și, de asemenea, că extremele vîbrogramei se găsesc in interiorul zonei limitată de cele două înfășurătoarc ce încadrează vibrograma în continuare, vor fi examinate citerà din cele mai frecvent întilnite tipuri de vibrații cvasiarmoniee cu modulație numai in amplitudine \ Vibrația cvasiarmonică cu modulație liniară in amplitudine, corespunzătoare următoarei forme a funcției de modulație a amplitudinii A(t) = At ( ) A fiind o constantă, obișnuit· pozitivă Ecuația finită a unei asemenea vibrații cvasiarmoniee va avea deci foima w =χ Ai sin (Α'ί g), ' ( ) Scanned with CamScanner Cam Sta ίί|t Могіеілгед ntqlgnuiÍÍcú a vitjrqíiitür stslgmgtor d sint de astă dată incomensurabile Mărimile A, wj și β vor reprezenta și acum, respectiv, awpH-tudinea, pulsația și/ага іш/ίαΐά a/wic/ìei de modulație a amplitudinii, iar mărimea ( ) Tp fiind pseudoperioada vibrației — va reprezenta perioada funcției de modulație a amplitudinii în ipoteza A ?= , ecuația ( ) va mai putea fi scrisa sub forma W(t) = A[ + γ sin ({¿J ψ β>] s,n + g), I ( ) γ fiind și acum gradul de modulație irt amplitudine Scanned with CamScanner Probarte generate ali cínemaíicíí aibrafiitor €Я и Vibrogramrlc acestei vibrații, corespunzătoare celor două situații distincte — grad de modulație determinat și grad de modulație infinit — vor fi asemănătoare vihrogramelor din fig , a și b, deosebindu-se de acestea doar prin absența periodicității valorilor dongaț iilor ; se păstrează insă periodicitatea trecerii prin valorile zero De asemenea, spectrogramele acestei vibrații vor fi identice spectrogramelor din fig , ași b, deoarece și această vibrație va putea fi descompusă in trei vibrații armonice de pulsații À·, (A- -¿- »efor di' ripițle V Vibrograma accatei vibrații are (orina din iig, , fiind reprezentată printr-o curbă obținută prin deformami·, in dii-ecția axei ordonatelor, a unei sinusoide prin amplificare cu iaci orni varia* IV Fig bil in timp ca fiind deci încadrata de in fă șura tu a rele (TJ) și ( Г'^) determinate prin ecuațiile Wj = -J-Jle“ui = Η-ΑέΗ·* , Wj = — Ле [ЛІ = — Ле-?* ( ITO) Pseudoperioada vibrației arc valoarea Logaritmul natural al raportului dintre două clongații succesive care diferă între ele prinți-o pseudoperioadă — de regulă, dintre două elongații maxime sau minime succesive — se numește décrément logariimic al vibrației cvasiarmoniee cu modulație exponențial descrescătoare în amplitudine, expresia acestui décrément fiind s = in —«íí> = „t w(i + TJ ■ ' fI ζ Pentru valori ζ i + e lui *" - λ- ( ) Scanned with CamScanner Probleme generale ale cinematicii uibraliilor Prin introducerea notațiilor T «o = «fl î “-λ = «λ î «λ — Ά = Οχ ; ^ = ^ λ=-Λλ;(λ^ , , ,+co), ( ) se тот putea face, în relația ( ), înlocuirile V Σ (°> - ¡^,M = Σ *е se va observa că, în baza relațiilor ( ) și ( ), pot fi scrise expresiile tt fc Г л c) — «λ — ih = — \ w(i) cos (Xfci) di — π Λ л - î — ( w(i) sin (W) dt =₽ —V w(l) [cos (Ш) - i sin (Ш)] di, TT -ч> îT -Ό rezultând de aici, după efectuarea și a înlocuirii Λ/π = /У, următoarea relație generală de calcul al acestor coeficienți : rr s \ w(t) (T’w (îtr (λ=-οο, - , , , M+oo), ( ) rcgăsindu-se, pentru λ = , valoarea c = «D Scanned with CamScanner y S и и Modelaren matematică a ribraliitor iiițrmctnr de гмін/е - Milrijïlilc λ = Kt, (К = -, - , , -ț-oo), ( Õ) cu pulsația fimdanientală pozitivă (k=-^->oj‘ vut‘ reprczonla pulsațiile termenilor de ordinul λ ai dezvoltării Fourier complexe, aceste pulsații fiind acum pozitive sau negative, in fune! ie de semnul Ini λ Întrucît coeficienții «z — «kțfexh sînt, după ( J, Funcții pare in raport cu iar coeficienții silit, după ( ), funcții impare în raport eu modulii coeficienților cx, dați de relațiile HI - №) I - + «№x) = AH) ( ) vor fi ți ci funcții pare in raport cu ei reprezeutind chiar amplitudinile Αλ(&λ) ale armonicelor funcției periodice io(i) Rezultă de aici că reprezentările grafice alo funcțiilor țcj — — fU\) se vor deosebi de o spectrograină obișnuită doar prin aceea că ele vor avea acum și ramura simetrică față do axa ordonatelor, (fig , ), corespunzătoare pulsațiilor negative; de regulă, însă, ICxi^Î! -зк -ík -к о к гк Л h Elfi , sc lucrează și în această situație tot numai cu ramura corespunzătoare pulsațiilor pozitive, trasată prin linie plină în fig, , astfel că graficul respectiv poate fi considerat că reprezintă chiar spcctiOgm-ma vibrației periodice, în uncie situații se reprezintă grafic variația pătratului coeficienților сг în funcție de pulsațiile /;λ (fig ), acest grafic purtînd denumirea de specfrui pwierii гчЬги/іеі to(i), denumire justificată îndeosebi în cazurile cîud in locul funcției w(t) se consideră funcția w(i) Scanned with CamScanner РгоЬкчпе fleiiertife ate chiemaífcii υ i f > г л tí Ног П Atìt in graficul din fig , cit și in cel din fig , raportul dintre două pulsații oarecare, А*я și A·*, este, pentru vibrația periodică u’(t), uu număr rațional l·- mk wi —- - — j fc, нЛ n această observație peiinițind să se tragă concluzia că in toate cazurile cimi spcctiograma |сх(Л\) [ = /(λ\) — respectiv, spectrul de putere с-(А\) = — al unei vibrații w(t) se prezintă ca un spectru discret de linii, eu rapoartele dintre abscise egale cu numere raționale, ca corespunde unei vibrații periodice Trebuie menționat că există insa și unele situații eind spectrogramele so prezintă sub formă de spectre discrete de linii, reflcctìnd existența unor componente armonice ale vibrației respective dar cu rapoarte iraționale alo absciselor acelor linii; asemenea vibrații, care nu mai sînt strict periodice se numesc aproape periodice Revenind la vibrațiile neperiodice, se va arăta, în continualo că forma complexă a dezvoltării Fourier, poate fi extinsă și la studiul acestei ultime clase de vibrații, consideri» du-so o asemenea vibrație neperiodică ca o vibrație periodică, dar cu perioada infinită, într-adevăr, orice fenomen vibratorii! neperiodic, fie că se prezintă ca o variație continuă pe toată durata studierii lui, fjțj sub forma de impuls izolat intr-un anumit interval al timpului, poate fi considerat, in ultimă instanță, ca un fenomen caro se poate repeta, dar numai după un interval de timp infinit Rezultă de aici eă este posibilă si dezvoltarea in seric Fourier complexă a unei funcții ncpei iodico de timp ce definește o vibrație neperiodică, eu condiția, însă, ca în relația ce determină coeficienții seriei să se efectueze trecerea Ia limită, pentru T->c», cu considerarea tuturor consecințelor ce decurg din această trecere la limită O primă consecință o constituie faptul că pulsația devine în acest caz elementară, adică vor trebui făcute corespondențele ; A = -“/ -> dl· ; /T = fc/π -> dfc/π ( ) în al doilea rînd, se va observa că diferența pulsațiilor corespunzătoare unor termeni succesivi va avea valoarea - Αχ = (λ + ) dl· - XdJfc = dl·, ceea ce înseamnă că șirul discret de termeni ai seriei Fourier va tre-UJ înlocuit cu un șir continuu De aici rezulta că pulsația cores- Scanned with CamScanner G Я U И E я Modelarea matemática π vibra^itor sròtemeìor de rigide punzătoarc unui termen al seriei situat Ія· o distanță оаrecaiс* de termenul fundamental, va trebui înlocuită cu pulsația curenta к obținută prin integrarea pulsației elementare dl·, adică va trebui, efectuată și corespondența rA = xfc -> l· = \ dl· Jo în fine, înlocui rea șirului discret de termeni ai seriei Pourier complexe, în care coeficienții termenilor au mărimi finite, cu un șir continuu, conduce și la concluzia că în ultima situație coeficienții termenilor nu vor mai putea fi finiți, ci elementari, adică în expresiile ( ) vor trebui făcute și corespondențele Cx = ( ) Eezultă de aici că in cazul aplicării analizei armonice la studiu fenomenelor vibratorii neperiodice (T -> oo), expresia ( ), scrisă încă, prin alegerea originii timpului chiar în mijlocul intervalului de periodicitate T, sub forma T T = — P w(f) e ü>f di = — C w(í) m T ) t — J t a "Τ' va trebui înlocuită cu expresia I A «’(/)] - ЛЯ· [«’(/)], nude A osie o constantă Este ușor de înțeles că transfon mita Fourier este un număr complex, ea puțind fi scrisă încă fie sub forma algebrica JV(iA) = Д(А) - i £(A-)f ( ) cu Д(А) = Ç w(l) cos (Aï) di ; -β(λ) = Í w(i) sin (Aï) df, ( ) J o J^OO fie sub forma exponențială ( ) π π — Scanned with CamScanner ТВ Modelarea matematica a vibrațiilor tbtem₽lor de riflide eu |de(k)|» |Я>-*) = “* 'W· (И-’ IOU) ÍT Έ Considerarea vibrațiilor ncperiodicc ca vibrații peimdiii· de perioadă infinită permite extinderea dezvoltării în мт» гонги·!' complexă și la cazul vibrațiilor neperiodice, în lucii indii нс сіюііпіеп-ții finiți î\ cu coeficienții elementari dc(fc) și operația du нішіаге eu cea do integrare; rezultă astfel relația tp(í) = — -Í d W ■*/—i ÛÜ j sau încă, ț inimi seama și de expresiile ( ), relația r+°° w(î) = — ί ^(Îfc) erti dfe = - r# [W(i)], π J-« ( ) ( ) ultima formă a ci, cunoscută și sub numele do inverna h'tttmfortnalei Fourier, permițind exprimarea unei vibrații neperiodice sub forma integrală Relația ( ) permite să se tragă concluzia că o vibrație neperiodică poate fi considerată ca resultimi din suprapunerea nuni miruăr infinit de componente armonice de pulsații fce (—oo, -|-oo) și de amplitudini elementare dc(fc) ; aceasta înseamnă insă că spectrul discret de linii va fi înlocuit acum cu un spectru continuu, dar cu ordonate elementare, deci practic imposibil de construit Este totuși posibilă înlocuirea spectrogramei obișnuite eu o alta spcctrogramă, obținută prin considerarea, în locul mărimilor elementare dc(fc), a unor mărimi proporționale cu ele, reprezentate prin modulul transformatei Fourier, dat de relația ( ) adică se înlocuiește graficul dețfc) = f(k) cu reprezentarea grafică a variației, in funcție de pulsația к, a mărimii dfc |dc(fc}| ( ) avind dimensiunile fizice ale unei densități a amplitud inilor din care motiv acest din urmă grafic, reprezentat în fig , a mai fost numit spectrul densității amplitudinilor, ’ ‘ Scanned with CamScanner un Л* РгпЫеше generati' nie ci il і'Щ cit ici i uilirafiiior lÎvlnția ( ) permite să ao observe ей ampliindiiiea elenieib tură d corespunzătoare unei benzi de pulsație dl·, este direct proporțională — factorul de proporționali tate fiind /^ — cu aria elementară hașurată in fig , limitată de spectrul F(k)j dc axa absciselor și de ordonatele corespunzătoare valorilor extremo ale benzii de pulsații Fi" în ceea ce privește forma spectrului densității amplitud inilor, unele concluzii vor putea fi trase examinindu-se valorile ordonatelor unora din punctele de pe spectru, ordonate purtînd numele de com-ptwttte spcdroîe și calculate cu ajutorul relației ( ) Astfel, in cazul vibrației neperiodice în formă de impuls izolat (fig / ), definită prin ecuația Jw(íj = i ДО Pentru : f e ( , t] ; pentru: ie(—oo, ] и [т,+oo), se va scrie •ВД = |J*W = f(t) di ѴДОе-‘*'Ш , : Jq rraultind, peut™ b = , valoarea F( ) = — ^oah fiind aria cuprinsă intre curba/(i) și axele de coordonate; «bspi vind că jF(O) reprezintă valoarea maximă a lui și că po măgură ce fc va începe eă crească, valorile maxime ale lui scad, se poate trage concluzia că spectrul densităților amplitudinilor arc o formă ca cea din fig , compusă din o succesiune de bucle cu maximele în continuă descreștere Scanned with CamScanner Morfei arca mateninticiï л L'jbrti ίίϊίΰι sistemelor rfi rigide un Λ* în încheiere trebuie menționat faptul ей in mod obișnuit construcția spectrului densității amplitudinilor se face nu cu ajutorul modulului transformatei Fourier, ci prin folosirea uuei nuirimi adimensionale proporționale cu acest modul, obținută cu ajutorul unui raport de ГогшаІЧЭДМѵ, unde Λ este amplitudinea și τ timpul Teoria expusă mai sus are o aplicație directă la stabilirea conținutului in frecvență al pocuritor, manifestate prin apariția, pe o durată foarte scurtă τ, a unei variații/(t) a uneia din mărimile prin care se manifestă o vibrație, aceasta fiind, cel mai, adesea, viteza generalizată f(t) = w(t) ; funcția f(t) neperiodică determină in acest caz uuda de poc a procesului impulsiv considerat, iar conținutul in frecvență, determinat cu ajutorul spectrului densităților amplitudinilor funcției f(l), este numit spectru de pulsații al ¡tocului în cele ce urmează, vor fi determinato spectrele de pulsații pentru ci leva din tipurile de unde de șoc îutîlnite mai des iu aplicațiile tehnice, Io Unilft de șoc in dreptunghi, (fig T), definită prin ecuația - , pentru: t e [ , -lț ( ^ pentru : ie Hoo, ] и [τ,+co) Tran sformata Fourier corespunzătoare ei va avea expresia = Í /(t) e"iW di = Ç Ле-·** di = i — ] = J-CC Jo = y {sin (Λτ) + i[cos (fcv) - ]}, sau încă, trecînd la funcțiile trigonometrice ale jumătăților aiyu meniului? expresia e = oismilLÌ fc \ ) ( ) Scanned with CamScanner eu modulul Problemi? generale ale сіткгпиШсН ntbratHIor JO /г T CamScannci ( ) Spectral densității amplitudinilor funcției /(/) va fi construit cu ajutorul raportului adiinensionnl ( ) i π care ia valoarea pentru к = , valorile zero pentru к = μ > (μ = , , , , ) rî valorile maxime succesive i -> -— etc π οπ tî pentru = ( μ + ) (μ = , , , ), (fig ), T Spectrul pulsațiilor corespunzătoare acestui tip de undă de șoc se va reduce practic la cel din zona hașurată a graficului din fig , el cu prinzi nd o bandă de pulsații de lățime Δλ = — fcj = π/ τ ~ = ττ/τ ( ) ° Unda de șoc in dinte de fierăstrău, (fig ) definită prin ecuația graficul ei pentru i e [ ,-r] ; pentru ΐ € ( — oo, ] и [т, -co), ( ) Fig fiind reprezentat in fig — C Э Scanned with CamScanner « Modelarea іп ие AT și introducimi notația Afc = — frjT ( ) cea de-a doua dintre ecuațiile ( ) va putea fi scrisă sub forma У = ?/g + '/i sin [(ΔΑ-í + ~ «J + (V + sau încă ii = Уо + [?/i cos (ΔΑί - as — «J] sin (A t - ■{- + [Уі siJi (ΔΑί - — a )J соя {kxt - e±) ( ) în modul acesta, sistemul ( , ) de ecuații va putea fi re-transcris sub forma — -= sin (A^t - «j ; Itf — ÿn î sin (ΔΑί - — at) I Lcos(â? -ttlf — a¡t)j gin α = = cos (A\i + xj ( ) · Scanned with CamScanner Probleme tje и ста te ale et n ematici i ytbrflJtlÌor ίϊ fl и ■yj E я U h înlocuind іи cea de-a doua ecuație pe яіи (fcj + aJ cu expresia sa scoti«ϋ din prima ecuație, sistemul de ecuații ( ) so va trans* furnia in sistemul -— = sin (A*Tf - ¡Zj ) ; •^ ( ) — -ï hLZJÌS - Æ« cos (Δλί - x, - «х) = sin (ΔΜ - otj, — oc*) I yL Jj = сот (ATt - «J- Iti dici nú, in fine, ecuațiile ( ) la pătrat și insumí udii-le membra cu membra, se capătă, după reducerea termenilor asemenea, următoarea ecuație analitică directă a traiectoriei punctului cu mișcarea determinată prin ecuațiile ( ) : — a; — —^ cos (ДИ - “ ®i) ' ·»?/ ~ ~№ “ — — * Я? У !h « L « —^coa (ΔΜ - *» — xjL’ - — p* cos(ÂH - ÍS Î / V к I ч Λ - -cos (o, - a,) rv - — У - ai ад ÿi aà L а?! Scanned with CamScanner Л Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide ■ j ’/o -cos (a¥ — «J Lu + i J i Г Й “ О / "T —— — " COh ( Ctjj Ui / - —— COS ( ût ÿi L ÿol •Mi — BÎn* ( a, У scoți nd in evidență faptul că traiectoria punctului considerat, hi mișcare in condițiile ( ), este o conică, translatată și rotită in raport eu reperul fix, față de care au fost scrise ecuațiile finite ale mișcării Cercetînd discriminantul conicei : й — «n« fifí — - — · - — - coa ( — aj , ' ÿi condiția precedentă fiind caracteristică unei elipse Se poate afirma deci că prin compunerea a două vibrații armonice ortogonale sincrone se obține o mișcare a punctului considerat efectuată pe o elipsă cu centrul în punctul de coordonate 'ru și yn și care este rotită față de axele reperului fix in raport cu care au fost scrise ecuațiile finite ale mișcării punctului în funcție de valoarea defazajului (а„ — аД pot fi înlilnile următoarele două situații particulare : Casntl k cfjai cu un inutttplu Îitlrsty de x redmui, adică «V — Kx = (λ — , , , Д ( , ) In aceste condiții, ecuația ( ) va lua forma particulară ж* " + / - Ш o Æ - an ÿ - y# т " "" ‘ = * sau încă ί± ϋφ»^ !ί γ=ο, \ «! îl ) Scanned with CamScanner Problème generate eie cinematicii iHJirafШог rezult hui de idei ecuația !f — Ho = ± l·’ “ ’ru)‘ ilîi ( , ) care va fi reprezentații prinț t-o tln aptă ce trece prin punct ui Λ^ ί'μ, y ) și are panta egală cu ±seninul superior corespunzind defazajelor de și ~ radiații, iar semnul inferior coiespunzinil defazajului de - iad i am Alegind punctul Ao(;r , v ) de pe această dreaptă ca uligine pentru coordonata intrinsecă s = АД/, ui cărei modul va ii dat, în condițiile ( )) și ( ), de relația I вI = /(α· — α’ )“ + ( ¥ — ;¥о)а = КЛ + Уі sin [Il + Μ și considerimi sensul pozitiv al versorului r al dreptei determinată prin ecuația ( ) astfel incit pentru sin (À -|- ал) > на rezulte și $> , ecuația finită a mișcării punctului cmisidorat, efectuată in condițiile precizate mai rus, va putea fi scrisă sub forma s = K,rî + y’sin(A - ατ) ι ( , ) Se poate trage deci concluzia că prin compunercii a două vibrații armonice ortogonale sincrone și defazate de un multiplu întreg de π radiant, se obține o mișcare rectilinie oscilatorie armonică, cu Centrul de oscilație situat in punctul ;/ ) — Gaziti li Dtfaraj egal cu un număr impar rfe -—· radiant, adică - «t - ( λ + ) ~ (rad ) (λ = , , , ) ( ) Se observă că in aceste coud ilium ecuația ( ) ia forma H + J? Ί + JÏ J + Gf+ P ’ Scanned with CamScanner У M rid riarca matematica д iribrflf iilor sisteme lor de riflída кап inca ( , ) ea fiind reprezentată acum prin o elipsă de semiaxe aj și }Ji, translata cu centrul in punctul j (t , ÿ ) Pentru diverse valori ale lui λ în condiția ( ( ) vor rezulta doar sensuri alteroinde de parcurs pe elipsă Compunerea a două vibrații armonice ortogonale cu raport aproape unitar al pulsațiilor adică = + ε, ( ) eu ε > si foarte apropiat· de valoarea zero în această situație, diferența celor două pulsații ia valoarea Afc = ( ) iar perioada termenilor in care apare această pulsație devine it *>π Ti* “ âÎ" “ T ΊΓ * T T> ** Tt’ ( ) deci foarte mare în raport cu perioada Tx Examinind ecuațiile parametrice ( ) ale traiectoriei, precum și ecuația analitică directă ( ) a ei, se observă că în timp ce coordonatele punctului mobil vor lua aproximativ aceleași valori după intervale de timp egale cu coeficienții ecuației ( ) vor reveni la aceleași valori după im fervale de timp incomparabil mai mari, egale cu T Se poate considera deci că pe durata unei perioade T-T, argumentul φ (ί) = Δ&ί — дг j Scanned with CamScanner ProbTíinc pcncrale ale cinematicii υίίηφίίοΓ ] rìhiiùie practic colisi ani, el cresci ud prin salturi în perioadele următoare, astfel invit mișcarea punctului va putea fi concepută ca o mișcare periodică, corespunzătoare coi при легii a două vibrații armonice ortogonale si погоне, dai' cu dehtjaze variabile prin salturi, în consecință, iccapitulînd discuțiile de la subpuncUd precedent, se poate afirma eă pe durata de timp iu care argumentul va putea ii aproximat cu un multiplu întreg de π radiații, traiectoria punctului va putea fi asimilată cu segment rectilinii!, parcurs într-o mișcare oscilatorie armonică, că peniru durate de timp iti eme argumentul φ (ί) va puica fi coiisideiat aproximativ egal cu un număr impar de —~ radiaiii, traiectoria va fi o elipsă cu semiaxel e paralele la axele dc coordonate și că pentru durate de timp care se vor încadra intre intervalele amintite mai sus, traiectoriile vor fi elipse rotite față de axele de coordonate în modul acesta, mișcarea punctului intr-un interval de timp f - i„ = t„ = ^Ik, — /(l fiind momentul inițial al studierii procesului de mișcare —, va rezulta, ca urmare a faptului că argumentul φ ζ(ί) trece succesiv prin toate vaiol ile menționate mai sus, dintr-o succesiune de mișcări pe traiectorii care își modifică continuu forma, trecind de la seguiente rectilinii la elipse translate și rotite față de axele de coordonate și apoi la elipse numai translate față de axele de coordonate șl eu schimbări alternative de sensuri de parcurs Această succesiune de traiectorii continuu modificate se va repeta după intervale de timp egale cu T:ry, = —- Tx, perioadele TJW, £ suficient de mari, permițînd chiar urmărirea acestor modificări continuo de traiectorii prin intermediul unor tra duet oare optice , Compunerea a două vibrații armonice ortogonale cu pulsații comensurabile adică satisfñcmd condiția Scanned with CamScanner Dg Mû d cid τ ea matematică a uibratiilor sistemelor de ri fjitie n și ш fiind numere întregi, prime intre ele, cu h> от în ipoteza de ]itera adoptată (А^>А\) Pentru diferența celor donă pulsații va rezulta deci valoarea Δ& = ^ — fe, = -— kxf ( ) m in caic și diferența (h — -m) este un ninnar prim in raport cu numerele n și ОТ Pentru a stabili caracterul mișcării rezultante a punctului, se va observa că in condițiile ( ) si pentru intervale de timp egale cu multipli întregi ai intervalului T = mTt = nTu = (n — m) T^, cu Z/l “ t rp , iȚI T t — ■ *■* “ ’ ·*»» AT ï ’ hx κν Δ К kv — Kx pot fi scrise egalitățile ( ) ( ) Í sin (kx(t + liT) + ftT] = sin + aT + ftwiT,] = sin {kxt ψ ax); I sîn [!’,( ] = COS (ΔΑΙ - — α ) (Λ- , , , , ) ( ) Relațiile ( ) scot in evidență faptul că, în condițiile ( ) mobilul trece periodic prin aceleași poziții, coordonatele lui, determinate prin relațiile ( ), luînd aceleași valori după intervale de timp egale cu лT;de asemenea, relațiile ( ) arată că in ecuația ( , ) coeficienții variabilelor x și у capătă aceleași \aioli «lupa intervale de timp egale cu ЛТ, h fiind un număr întreg Scanned with CamScanner Problema penerai^ ole еічеліаСісй ribrflpilor и Se poate trage divi concluzia ca traiect oria punctului cu utilarea determinată prin ecuațiile ț ) este, in condițiile ( ), o curbă închisă încadrată intr-un dreptunghi cu centrul in punctul ü(rct ÿft) și de laturi egale cu -rt respectiv ÿj și саге se repeta identic, cu perioada T Formele acestor curbe închise, purtînd numele generic de curbe ĂbwujoiM depind de raportul celor două pulsații ale vibrațiilor ortogonale componente, precum și de defazajul lor iar dimensiunile lor depind de valorile amplitudinilor O caracteristică interesantă a acestor curbe Li-ssajous este faptul că raportul dintre numărul punctelor de tangentă ale curbei cu laturile de lungime î/j ale dreptunghiului și dintre numărul punctelor de tangență cu laturile de lungime ^ ale dreptunghiului care le încadrează este egal eu raportul celor două pulsații, adică tot-—* Й în fig a b c d, e f g, h și i sîut reprezentate, după lucrarea [ , rileva forme ale acestor curbe pentru valoarea Fig aa a raportului pulsațiilor și pentru următoarele defazaje : — л = À г (λ = ) C empiine iva u doua vibrații aniiotiicc ortogonale cu pulsațiile incomensurabile Inexistența, iu această situație, a unui multiplu comun al perioadelor Ί\ = - A\ si T, = π face imposibilă revenirea periodica a punctului in mișcare la o poziție prin care a mai trecut odată Beztiltă de aici că in această situație tmiectorîa punctului va fi o ( in ia deschisă, înscrisa in dreptunghiul cu centrul in punctul ΛίΗο,ίο) și cu laturile egale cu rt si //r Scanned with CamScanner я; Modelarea mnlemnticá a idbrcipitor iisiemclur de ripide Compunerea л trei vibrații armonice ortogonale în această de a dona situai ie, iste vorba de о mișcare spațială a punctului, detei minată prin ecuațiile Л? = Д'о -|- я?х SÍJ (Μ + ûij) î/ = Уо + Уі^іп (V - α#) ( ) ff = Æn -μ Si sin (fcjt + aj, linde ®OI i'!, „ a„ ÿot ?/ , kv, ay, z , z } și a si rit constante, De la început chiai· se observa ей este vorba île o mișcare efec-luată intr-un domeniu limitat al spațiului, traiectoria punctului îneadnndu-se in interiorul unui paralelipiped drept, cu centrul în punctul j {flcn, ÿ , ζφ) și cu muchiile egale eu a?n ÿ, și sP Pentru a discuta caracteristicile acestei traiectorii, vor fi deosebite și aici următoarele situații : Compunerea a trei vibrații armonice ortogonale sincrone adică pentru care sînt satisfăcute condii iile t* — kv — l\ = fc ( ) Se observă mai huii cá după intervale de timp egale cu T = = n/fc, coordonatele pu nel ului iau regulat aceleași valori, rezultînd de aici că în condițiile ( ) mișcarea punctului este periodică de perioada T Pentru a aprecia șt forma acestei traiectorii, se vor scrie ecuațiile ( ) sub o formă cate să permită mai ușor eliminarea timpului, adică sub forma COS а, ІП (fci) - sil) otj COS {kt) = - ~ ία cos Xy sin (Jif) + sin av cos (λ-f) = - ~ ( ) ,¥i CCS útesin (fcí) + ІП arCOS (Jd) = g ~ ? -t » Scanned with CamScanner Probleme generale aïe cinematicii υιό radile г Hi ele rvprezentind lin sistem de ( ·[- ·) ecuații liniare în нее mm,sente algebrice, reprezentate prin mărimile sin (Aï) fii cos ( cí), a cărui compatibilitate implică, conform teoremei Ini Kronockcr-Capelli, sat isfaerrea eonii iț iei jr — j·,, COR ал sin az a-i ?/ — //o COS «y SUI — cas a, sin at — — «i = ( ) Prin dezvoltarea determinantului după clementele ultimei coloane rezulta ecuația in (« - »,) u + șmloj M (y So) + a\ i - Sin^ > ~ *jÎ- (£ - «o) = , ( ) determinînd un plan ce conține punctul A (îp , #o, á? ) și este perpendicular pe vectorul -o sin(ar — ay) t Rința, — otj t Sin(ay «- aj -Π I -| J -t Уі z, ( ) Bezultă de aici că in condițiile ( ) traiectoria punctului este o curbă plană, situată în planul determinat prin ecuația ( ) Pe do altă parte, rezolv ind în raport cu sin (Jfci) și cos (fci) primele două dintre ecuațiile ( ) rezultă, in ipoteza relațiile ap — ax λπ, (λ = , , ), sin (α„ — a*) sin (λί) = tf — JP ìi “ Ut, ■ -— SUI aa -sin Л Уі sin (sty — aj tos (kt) = I — cos αν -|- L tfi ÿi COS α± * Scanned with CamScanner CamScannci fi Modelaren matematice a vibrqfntor și stenielor de rigide care, prin ridicare la pătrat· si Insinuale, vor conduce la ecuația U - So) ( ~ ?M* * **■ ÿï ~ «Ti — f*ll ^ ® ■ — -— eos (af — «*) = sina (ay — ocj, ( ) ’/i determinìnd in planul Ож;/ o conică (Г), translată іи punctul A'(^ J ÿD, - proiecția pe planul Оту a punctului J (trQt *u) — ·ΐ* rotită față, de axele de coordonate in raport cu care au fost scrise ecuațiile dc mișcare, iar in spațiu o suprafață cilindrică (Σ), avind conica (Γ) drept, curbă directoare și gen ei atoare le paralele la axa Oz, (fig ) Cerce tind discriminantul conicei, se găsește condiția = -— sin ( tt„ - > , ¿ Hi caie aiata că această conică este o elipsă cu centrul in punctul ^¿( r T yQT ), ceca ce înseamnă că cilindrul determinat prin ecuația ( ) este și el eliptic Se poate trage deci concluzia că traiectoria punctului a cărui mișcare rezultă din compunerea a trei vibrații armonice ortogonale sincrone este curba de intersecție dintre cilindrul eliptic determinat prin ecuația ( ) și planul determinat prin ecuația ( ), această curbă fiind de asemenea o elipsă Bevcnind la condiția ( ), pe baza căreia s-a făcut discuția precedentă, se precizează că în cazul cînd ea nu ar fi fost îndeplinită, ar fi trebuit să sc considere altă pereche de ecuații din sistemul ( ) în locul primelor două De asemenea, sc va observa că în cazul cînd cele trei vibrații armonice ortogonale sincrone sint fie în fază, fie in opoziție de fază, adică fazele lor inițiale satisfac condițiile а,= а; α„ = a + λττ; аг = aμπ, (λ, μ = , , ), Scanned with CamScanner Я и и : я РгоЫ <> iu с Generale Ah» rineriiaiiciì ríbmfiilnr !»T alunei mișcarea periodică pe elipsă devine « mișcare rectilinie ideila torte armonică, în tr* a deviti’, se observă ей peni ni vectorul de poziție in raport cu originea reperului fix al punct ului iu mișcare va putea fi scrisă in acest eaz expresia r = J’ + !f] + JÎ = ț,ry - ,vj T - л sili (Λ л)* - + j/j sin (kt - st + λϊτ) j - ÍJ sin * ¿-a - p-UJ — = (b^o* - //«J " 'ti* * (J'd “ * ï|À În (Af ’ ®)· adică r e rft + ¡\ sin ( А/ - α), ϊόβ) el definind o mișcare rectilinie oscilatorie armonie^ de pulsație A\ de amplitudine = |r,| = fjtFF (S T) si cu centrul de oscilație in punctul - oțr = >roil ' I Compunerea a Irei vibrații armonico ortogonale eu pulsațiile comensurabile adică satisfăcind condițiile , wi și a fiind numere iul regi, prime intre ele luvei'sind rapoartele și iiimulțindu-lc, pe fievare eu г: re· zultă șirul de rapoarte egale îî “ z ш -Г'Л = и T r A'j ír у A’j sau T, = mi Tv Г, ț MH unde T este valoarea ronuinà a neeskir din urmă produse î - c(i - AT) = - sin [frf (Í + AT) * aj = + - гд sm(A\ + «J = ¿(i), (A = , , , ), ( ) care arată că cele trei coordonate ale punctului mobil iau, după intervale de timp egale cu multipli întregi ai lui T, aceleași valori liez uită deci că mișcarea punctului efectuată in condițiile ( ) este o mișcare periodică, mobilul deplasindu-se pe o traiectorie închisă, încadrată în paralelipipedul drept eu centrul in punctul Λo(zro, y , * ) și cu muchiile egale cu ^, уд și l zlt Compunerea a trei vibrații armonice ortogonale cu pulsațiile incomensurabile Se înțelege ușor că in acest caz, deși fiecare din mișcările componente este periodică, mișcarea rezultantă nu va avea caracter periodic, traiectoria punctului fiind o curbă deschisă, încadrată de asemenea în paralelipipedul drept cu central în punctul Л (#с, ^Of ? ) și eu muchiile egale cu a?lf yă și ^ Scanned with CamScanner CamScanne Capitolul Λ' ΙΗΝΛΜΙΟΑ VIBRAȚIILOR SISTEMELOR DE RIGIDE Acest capitol al lucrării va includo următoarele probleme : — prezentarea caracteristicilor mecanico — caracteristicile inerțiale, caracteristicile cinetice și caracteristicile dinamice — alo sistemelor vibrante ; — examinarea modalităților de excitare a sistemelor vibrante; — stabilirea diverselor forme ale ecuațiilor diferențiale ale vibrațiilor sistemelor mecanice ; — studiul răspunsurilor sistemelor vibrante supuse la excitații deterministe și aleatoare § Carueterisl ielle mecanice inerțiale și rinei ice ale sistemelor vibratile Caracte ristioile inerțiale generalizate ale sistemelor vibrante După cum s-a văzut in dinamica sistemelor de rigide, prin caracteristici inerțiale ale unui element oarecare (£? r ¿híriimhir de rklM' Я u Ѳ caracterizată numai prin luomrnlul de inertie J, (kg * in') ni elementului respectiv in raport eu axa de і'ЛІЩІе Consideri nd modelul mai gelimi de elemeiH eimslil iv al tinnì sistem vibrant raprazeiital prilli r-nil rigid in mișcare омгііаіогт elicoidali!, eu axa acestei mișeări, de verser Â’J vers țțibi lixa in spațiu -arest model mcluziiid, evideni, și rele două razuri parti ι· alara frecvent inlììmic in aplicațiile (eluder, irprazriiliilr prin elemente vxrrütmd fie numai translații rectilinii osvlltilorîi, Tir ninnai rotații oscilatorii in jurul unor axe fixe , energia rinei in! a aislé-mutui vibrant va depinde de arrale caracteristici inerțiale, iu baza, relației cunoscute *·=« ¿ WV ·' — |ч| axele mișcărilor elicoidale ale ciernen!clor fiind presupuse ихe rentrait· de inerție Prin exprimam parametrilor cinematici și ωί in func țio de coordonatele generalizate și de vi tezele generaliza le ale sistemului vibrant, considerat sistem sclcronom —- aceasta, fiind, dv aii fel, siluo-țiu intilnihl curant in tehnica vibrațiilor —, sr obține expropia energiei cinetice redusil mimai In forma păi ral ini in vitezele general tallir, determinată prin relația ^* = * Σ - M-l ( ) nude reste numilni] gradelor de libertate ale sistemului vibrant, iar λ'-£ι ‘ ìli "ачГ^· ад г’· J = '»W«f>··■■«?) (Λ, j — , , ,,, г) ( ) lint coeficienții cvasiineițiali, funcții, iu rozul sishmielor srlcroimmn, numai de coon luna tele generalizate și avind diînriisiunile fizice de: — masü (гміпвй), în cazul cimi rounlúnatelo grurralizulr fff și q¡, sînt ambele coordonate liniara; — mamen! slatir (redus), iu rnzul eind unul din parametrii n U I’ ^iU ‘ drfinex rnf Шаг aütgmeJor de ripide ( ) iar matricea de inerție va lua și ea acum o formă corespunzătoare acestor caracteristici inerțiale generalizate aproximate, notată acum cu simbolul I, adică «u a a } alr ^ Я * · ' ® J · ' " ^' r ■ * ■ * • · V * • V « * ■ ЙЛ ΛΛ · ’ · ahi · · · tthr ari ar ark «rr ( ) cu determinantul acestei matrice satisfăcînd si acum condiția » Д det I/O, ( ) deoarece noua formă pătratică în vitezele generalizate, care va aproxima energia cinetică a sistemului mecanic, trebuie să fie tot pozitiv definită în continuare, vor fi stabilite expresiile concrete ale acestor caracteristici generalizate aproximate pentru următoarele trei tipuri particulare de sisteme vibrante în jurul poziției de echilibru stabil, intilnile frecvent în aplicațiile tehnice : Caraeterbticilo inorțialo generalizate ale Maternelor vibrante cu elementele legate în ноне prin arcuri elicoidale și execut lud translații oscilatorii în lungul aceluiași axe În cazul unul аычжчнш shtriil, furuuit tliiUr un піішйг н de clemente (S»)f (i — lt X· , n), (ilg, ), pozlpu flerftnii clement va fi determinali prin abscisa η centrului sàii de nuuA G‘p ubbclhd н сйгеІ variai le va li indcprndentà de variațiile Scanned with CamScanner Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide Scanned with CamScanner tuturor celorlalte abscise ale centrelor de masa ale restului elementelor în consecință, în această situație numărul gradelor de liberiate ale sistemului vibrant considerat va fi de г — n, totalitatea absciselor xG (i = , , n) rcprezentînd deci chiar parametrii de poziție independenți ni sistemului vibrant* Din motive ce vor fi explicate ulterior însă, este de preferat să se aleagă drept coordonate lagrangeicne ale sistemului vibrant de mai sus, nu abscisele ;Г i - Σ Λ/ί «= и ôx* dx* "V “ <>·τ* sau încă, observiijd că intrudi mărimile x* sînt condițiile k independente intre ele, sînt valabile ^Γ* / ~ θ pentru l к : t)xk " I pentru Í = l·, mai rezultă valorile g* Jh} y~ ti pentru h / j — “hi ' — Л/д pentru /i = j, ( ) * Dinamica ѵ^таііііог^ізіетеіот de rigide care permit să se tragă concluzia ей in cazul sistemului vibrant considerat caracteristicile inerțiale generalizate se reduce ninnai la masele clementelor și că matricea de inerție a sistemului arc forma particulară ( I) Caracteristicile inerțiale generalizate ale sistemelor vibrante plane alcătuite din elemente plasate pe o bară elastică și executînd translații rectilinii oscilatorii în lungul normalelor la axa nedeformată a barei Alegfnd direcția axei nedeformate a barei elastice ca direcție a axei Ox și normala la ea, situata în planul în care oscilează centrele de masa ale clemente* lor (Л\), ca direcție a axei Oij, (fig- ), pozițiile elementelor # vor fi determinate prin ordonatele ale centrelor lor de masă, ordonate care variază independent una de alta* Rezultă ей numărul gradelor de libertate și ale acestui sistem vibrant va fi lot de r = n și că parametrii de poziție independenți ai sistemnlur vor fi reprezentați prin ordonatele ale centrelor de masă f»/ ale celor л elemente ale sistemului mecanic Alegînd și acum drept coordonate generalizate ale sistemului vibrant, diferențele = Uot ~ !f(it (t = , n), ( ) Scanned with CamScanner Scanned with CamScanner toi; Modelarea matematică a vibnifiilor , ,, n), ( , ) această alegere implicitul raportarea poziției fiecărui clement al comună de referință pentru unghiurile de rotație, ci la pozițiile lor, poziții determínale prin valorile φ/ ale unghiurilor de rotație : această convenție de raportare se precizează în schițe ca in lig, , sistemului nu la axa de echilibru static ale , expresiile ( ) ale earacteris- ' Tfc " · Urilor inerțiale generalizate iau formele η * y — pentru i ψ Λ \ = pentru i = Λ, mai rezultă z = pentru Λ ψ j a> \ ( ) = Jh pentru h = j, putîndu-se trage deci concluzia că în cazul sistemului vibrant considerat, caracteristicile inerțiale generalizate ale sistemului se reduc la momentele de inerție axiale ale elementelor sistemului și că matricea sa de inerție se reduce și ea la o matrice diagonală de forma “ I r Fig - t) o Jg , (I o ’ ■ • * · ♦ O ■ * « ч/д , () ■ta Ó jh x o Ü Jn ( )üu M od f f я r en matematica a yihratiiJor qfarfemgtor qț, qț) în raport eu un reper r-ortogonal r/*, atașat spațiului configurațiilor, în modul acesta, în timp co sistemul mecanic va executa oscilații in jurul poziției de echilibru stabil, cu coordonatele generalizate * qk,t I A- u\ u\(t), (к l, , r) ( ) nedepășind un interval de variație | - e, eJ, cu e> fixat arbitrar demie, punctul P(fl*) seva deplasa în interiorul unui hipercubcu centrul în originea Ω a reperului asocia t spațiului configurat iilor și cu + « " t — cf Scanned with CamScanner Scanned with tM Modelarea matematicii a vibrațiilor sistemelor de rigide V ***e— *Λ-Ч*Rpl—lif ■■ - ■ ■—«-■» *-**■*· el ■ ■ “ —■■■ *j, i ■ V ■ ·ι· i - - “— —h· ш-j—*· ’Г ‘ Г îl - -■ » ■»-*- te· , ι им· - - τ ■ Г -— ^-·υ- — — - - - muchiile egale ou ε, ast fel oii demonst ra roa tcoromoi Lojeuno-Dirichleț so va reduce in fond la demonstrarea imposibilității depășirii de cătrO punctul figurativ a granițelor acestui hipercub, pentru valori inițiale condiționate insă, evident, atit ale parametrilor lagrangeieni, •eit §i ale vitezelor generalizate Se va considera deci, conform enunțului teoremei Lejeune· Piriehlet, eă valoarea· funcției potențiale corespunzătoare poziției de echilibru stat ic a sistemului vibrant, У*, = ίζ*({/*)?·^ο, este minimă, uceastă valoare minimă puțind fi aleasă, în particular, chiar ca valoare zelo, adică se poate lua F*(n = V*(î*)«-=o = , ( ) dat fiind faptul că funcția potențială este determinată pînă la o -constantă aditivă în acest caz va exista totdeauna — funcția Г*(д*) fiind continuă — un interval [—ε, + ε], cu ε> , de variație a coordonatelor laginngeiene, astfel incit pentru ε + ε» (k — } , , r) ( ) să rezulte F*(&*) > ( ) Ultima condiție va fi satisfăcută, în consecință, și în cazul cînd numai una dintre coordonatele generalizate, de exemplu, g*, va lua una dintre valorile extreme ale intervalului menționat, adică I — e, ( ) celelalte coordonate luind valori situate în interiorul intervalului * ! ■)· { β> Se înțelege acum ușor ca o concluzie de forma У* > Í) ( , ) va putea indica atît situația caracterizată prin condițiile ( ) și ( ), corespunzind cazului cînd punctul figurativ P(q*) nu va depăși granițele hipercobuhii de muchii ε, cit și situația caracterizată prin condiția (fc = , , ( ) corespunzătoare cazului cînd punctul figurativ P(g*) va depăși aceste granițe în schimb concluzia * , ( ) funcția lui rid valoarea (*}, (h = , , , r) atunci cînd numai coordonata capătă una din valorile extreme ale intervalului, Scanned with CamScanner Я Modelarea TnaicHlallcà a vibrațiilor sfai e meter de rigide CamScannci un toate celelalte coordonate lui ud valori iti interiorul intervalului; de asemenea, se va nota și actmi eu ί'*ι ce!l nm’ odeii dintre valorile V*„ (» = , , r) Punerea in stare de mișcare vibratorie a unui asemenea sistem mecanic conservativ se poate face, în cazul general, atît prin deplasarea lui din poziția de echilibru static într-o poziție inițialii oarecare, determinatili prin valorile $T = {) Scanned with CamScanner Dinamici! ribrapitor yistemoiot de rigMr Π ultima relație dovedind că punctul figurativ P(ț*) nu granițele hipercubului tic muchii e și că, in consecință, L S-a demonstrat astfel că poziția de echilibru static a unui sistemul mecanic nu se îndepărtează nelimitat de poziția sa dc echilibru static tìtis> tem mecanic conservativ, caracterizată prin valoare minimă a funcției potențiale generalizate din care derivă forțele generalizate ce solicită sistemili, este poziție de echilibru stabil, confirmindu-sc ou aceasta și enunțul teoremei lui Lejeune-Dirichlet asupra stabilității echilibrului Valabilitatea concluziei precedente a fost demonstrată, evident pentru sistemele vibrante conservat ive (Q·* = Q*x^ = ; λ·= , , , r) ; este însă ușor de înțeles că ea se extinde și la cazul cind, pe lingă solicitările conservative, se iau in considerație și solicitările disipat ive, care dau lucru mecanic rezistent, prorocind deci pierderi de energie mecanică într-adevăr, în aceste condiții, teorema energiei sub forma dife- d£* = dF* + d^rf = - dF* - /d^/, ei corespunzîndn-i, prin integrare, relația *♦ - o, ( ) ■^ sau încă, avînd in vedere condiția ( ) precum și condițiile ( ) care caracterizează poziția de echilibru static a sistemului vibrant și introducînd notațiile ( da * \ f d F* \ «î? A·-» ~ l)„ = c« = ( ) Forțele generalizate conservative derivimi din această funcție potențială vor fi date deci dc relațiile £ * (·'ίί* dwk — Σ ѣ- ьгі=і θ«ίι· - ж-, ^WJ Æ dwt (A = , “f - · ■ j v), ■ Swi + si au, dato- £!S* dtot aau încă, o b servind că derivatele parțiale rit» independenței, intre ei, a parametrilor lăgrangeieni * =■■ w*, valorile l pentru A = j — A și valorile zero pentru h = j к — ceea ce înseamnă că in sumele după A, respectiv j, rămîn numai termenii pentru care A = A, respectiv j = A —, se mai poate scrie ® =-τ Σ e»«i - Σ «w‘· ¿ > - i- Este suficient să se observe acum că cele două grupuri de termeni, care diferă între ei doar prin notația indicelui de sumare, sint identice, pentru a se obține astfel expresia finală a forțelor generalizate conservative în cazul vibrațiilor în jurul poziției de echilibru stabil ale urmi sistem vibrant conservativ : * ‘ ’ CVr [ ) și munita, in continuare, шаіпссті caracteristicilor dinamice generalizate conservative ; in cașul ci ud solicitările conservative silit de natură elastică, mărimile cftJ se mai numesc coeficienți de rigiditate, iar matricea C mai este numită, in literatura de specialitate, mtffriwi rfe ríjPíHtnte « ¿/sternutai hTuwhî, ultimele denumiri fiind justificate de definirea rigidității ca raport dintre solicitarea elastică și deformați^ pe caro o provoacă Condiția ( ), scrisă acum sub forma Γ*= Σ , ( ) - * - arată că și matricea C este ucs ingoi ană, adică se poate scrie det C ¿ ( ) Ansamblul forțelor generalizate conservative formează o matrice coloană de forma Q₽* QJT· ( , ) numită matriz forțelor generalizate conservative; este ușor de verificat, ții linii scama și de expresiile ( , ) ale acestor forțe, că prin intiOducerea matricelor ( ) și ( ), matricea forțelor generalizate conservative va putea fi exprimată sub forma (L* = - Cu ( ) Scanned with CamScanner Dinamica rifarà rii for de rigide І·! и îii c-i -k· Wj/ ’ = D ( ) Inti-oducind ultimele expresii in relațiile ( ), urmă vor lua formele tt / /■) ~ л л V V I r'^i acestea din lf f* = Q = * Г « « î*- ¿ î'-fl î*= j Scanned with CamScanner Diiigmica tijbrafíffor sistemelor ci? ripide Primul termen din membrul drept al acestor relații reprezintă forțele generalizate gravifice statice «i = - ,Z‘), (fig ), este ușor de verificat· — efectului! calculul luciului mecanic elementar al solicitărilor gravi- Scanned with CamScanner ϊ Modeltiren maíeniaítctí a vibrafiitor sislemelor de rigide CamScannci Л» fico așa culli a tosi prezentat in il inamica sistemelor do rigide — ей expresia funcției potențiale gravifiee corespunzătoare acestei situai ii va avea forma f* = - σ* = - y ¿ + «í cos ψί) + соШ, ( ілз) І EV eu parametrii de poziție și φ( funcții de coordonatele lagrangeieiie ( » Î ' φ' (t, А = , , , г), Scanned with CamScanner Ditta шкп: ri h гя f ilio г яйіеітіріііг de ripide ‘J un Л* pentru camolini stivi le dinamice generalizate gravitici cures pu uză-tonni acestei sil nații, vor rozul Li din luni expresiile ( ) pentru foițele generalízale gravi fico corespunzătoare unei poziții determinate prin pa iu nielli i higrangeieni lri/) s (j ), iar extremitățile arcului să fie notate cu literele și dj(, aceste extremități coiiieizînd chiar cu punctele teoretice de legătură ale arcului cu cele două elemente pe care le cuplează elastic; de asemenea, se va nota cu (Δο) = (Дл) axa arcului elicoidal (fig , a) în cazul cind unul din cele două corpuri legate prin arcul elicoidal nu aparține sistemului vibrant, ci mediului înconjurător, indicele corespunzător lui va fi in locuit cu indicele (zero), iar punctul teoretic de legătură cu acest element exterior sistemului mecanic va fi notat cu litera i?, eu doi indici inferiori, unul indic ind mediul exterior, iar al doilea comcîzîud cu indicele elementului legat ] riti Scanned with CamScanner Л и Dinamica rî rn|titor sistemelor de rigide T cu exteriorul Astfel, de exemplu, simbolul (Ael )s (ArOÍ) vìi indica ist elementul ($f) al sistemului vibrant este legat prin arc dicnidal de un corp exterior sistemului, punctele de legătură fiind notate acum cu Jl(Ja elementul (X ) și cu Etù In corpul din mediul exterior (fig, , b) Tpoteza deformării numai prin întindere și comprimare a unui are olieoidal implica și păstrarea in permanență a formei rectilinii a axei arcului; mai mult, in majoritatea eovirșitoaro & situațiilor în tilinte in aplicațiile practice, această axa este considerata chiar fixă in spațiu, acceptarea ultimei ipoteze simplificatoare fiind justificată de faptul că elementele ( \) ale sistemelor vibrante execută, in gene-mi, mișcări oscilatorii plan-pa miele, rezultînd din translații oscilatorii rectilinii efectuate în lungul unei axe (Δ (), — a cărei direcție este luată, de regulă, ca direcție a axei fixe $ — și din mișcări oscilatorii de rotație, de amplitudini foarte mici ale variațiilor (φ( — un Л* hi funcție de valoarea acrului coeficient de cuplaj, pot fi infinite înmiii oarele tipuri de cuplaje elastice axiale: — cuplajul elfítitic aviai taret ея inel orizat prin condiția ïjr > ( ) si pentru care graficul variației mărimii forței în funcție de deformaría axialii are forma din fig , a; — cuplajul elastic avial slab, corespunzător condiție· Yp J + · ( ·“’ ï-cp в Ç Scanned with CamScanner i:iit ModiJflrtfn matematica a uibrafiilnr «ijftemelor de rigide ■■-— - r— un Λ* Se înțelege că, iti baza principiului acțiunii și resici iun îi, viitoarea sculam — raportată la același versor t — я forței elastice exercitată de arc asupra elementului ($(), va fi de semn conimi·, adică ae va putea scrie ! = “ + F Æ?f ( etc ), expresia ( } a valorii scalare a forței elastice, notată acum cu simbolul , va lua forma primul grup de termeni, notat eu simbolul J? , reprezentînd valea-a°e rea scalară a componentei conservative a foiței elastice, iar ten nonni Jf, , = ( ) jncind rol de forță activă de excitație, el fiind o funcție cu născută de timp, eel mai adesea periodică, în ceca ce privește constanta elastică, ea se determină fie experimental, fie prin calcul, cu ajutorul unei formule stabilite în cadrul disciplinei de rezistența materialelor și prezentată mai jos fără indici corespunzători celor două elemente cuplate : Sh-IF ( * ) (N/m), semnificațiile diverselor simboluri fiind următoarele: G modulul de elasticitate transversal al arcului, (N/m ); d diametrul sirmeî din care este confecționat arcul (in) ; J) diametrul cilindrului pe care este înfășurat arcul (m) j π numărul de spire active (deformate) ale arcului Scanned with CamScanner Dtinamirn t^ibrû|iiÎoг sistemelor - θ-fei fAp ) = Λ ο(*\ο) = , (Í = I, , Μ), in baza cărora expresiile lucrului mecanic elementar al acestor forțe vor conține mimai termenii corespunzători translațiilor în consecință, lucrul mecanic cle- (AșF>p} x ÉflO Fig mentar al forțelor elastice exterioare conservativc va fi dat de relația Ли e dr = jp d r f sau încă, arimi in vedere și expresiile ( ) ale acestor forțe, se va mai puica scrie ι—“ · 'α JdiFj + |—-kf (xA —- ÍF )-p iitlieă ( i— ■ϊ'ιΙ ί- ( ^Æjdï-l i ®xí-l ífí^ + const J ( ) rezult imi de aici următoarea expresie pentru funcția potențială elastică interioară ’ ~ Σ ^^,ί-ι^ ΐ-ι ~ — ^ί-іл — аЧ-ма|№ 'м-ι tk )] + confit ( ) St în baza relațiilor ( ) și ( ) se va putea scrie acum si expresia funcției potențiale elastice totale sub forma ί*ι o Ίο “* ¿i· j ïfl i , (Jij — æ ? “ i- it *au încă, convenind să яс introducă notațiile лоі Æjoi*î ^n+ι β ^и+і я,, θ ( ) Scanned with CamScanner Modelarea matemaiică я cjbrafiilor sistemelor dt? liyidț și ținind senina și de egalitățile i\+ J( = ~ -i « ^'o· ’ se va mai putea scrie ( ( ) Pentru a obține, în fine, expresia funcției potențiale elastice totale în coordonate generalizate, vor mai trebui exprimate, in ultima relație, diferențele (ял t , ) în funcție de parametrii lagiun-geieni ai sistemului vibrant Această exprimare va fi făcută în continuare pentru sistemele vibrante cu elementele cuplate elastic în serie și exccutînd translații rectilinii în lungul aceleiași axe; se înțelege însă că, după acest ex empiii, vor putea fi stabilite expresiile funcțiilor potențiale și pentru situații mai complicate care ar putea fi întâlnite în aplicațiile tehnice, întrucît asigurarea translației implică, așa cum a-a arătat în dinamica rigidului, situarea centrelor de masă ale elementelor pe suporturile forțelor rezultante, se va considera că această condiție este satisfăcută și în cazul sistemului vibrant din fig , cu r = n grade de libertate Avind în vedere relațiile vectoriale evidente - e + fyu-i’ Цм, ,= (i = , , W), sc vor putea scrie în acest caz relațiile ^ί,ΐ-Ι — = ~~ / Í· Vf « cu următoarele proiecții pe axa # ι"- * Inlrucît componentele statice ale acestor forțe generalizate sini echilibrate dc componentele statice ale forțelor generalizate cores-puinditoare celorlalte solicitSH active aplicate sistemului vibrant (de exemplu, ule greutăților, Iu cazul shlemelor vibrante cu elementele executind translații rectilinii pe verticală), sau sint chiar egale cu zero, dacă în poziția dc echilibru static a sisteniului mecanic arcurile elicoidale nu sînt deformate (de exemplu, în cașul sistemelor vibrante cu chímentelo rezemate pe un plan orizontal neted ți execu-tind lituifilațil rectilinii paralele cu planul dc sprijin), se vor lua in considerație numai forțele general ¡sate elastice dinamice : V-, = Ч «->В**Н - в·* + ’ t · ) CU — — (kf η + λ’ΐϋ) + λ*, „ л?* ( ) CamScanner i;iG Modelarea w atam atică a иіЬта|Н!ог sistemelor de rigida cu convenții Ic evidente ** = «ш = n- ( ) £H\* Expresia forței generalizate elastice corespunzătoare unui grad ile libertate generic A: va fi obținută uium observindu·sc cil la derivarea parțialii in raport cu coordonata g* = X* a relației precedente, volli derivabili numai termenii care corespund valorilor A· = i și A' = = ι -f- putîndu-se acrie deci rU* *-l > j = A ; (A, j = , , n) evident, cu Cin = (Van = θι ( , ) conform convenției do notații adoptate Expresiile stabilite mai sus pentru ca meter i stic ile dinamice general ízate elastice arată că in cazul sistemului vibrant considerat în fig matricea de rigiditate a sistemului are forma t‘u c > Cjț C¿ Cj l) C i'jj , Q * * ■ ■ + ■ ♦ ■ + T Õ Ô Õ CW,M слі ■ ■ я Ч ■ ■ Ü Ü o o | Ü - o Ü * fi к * ■ ’θ b ■ fard θ , Я - СЯ - , b - *'я -] я О О ce,fl-l ^ЯЯ ”( ) Haveniiid la expresia ( i mice corespunzătoare gradului а torței generalizate elastice dina-i! libertate A, se va observa că Scanned with CamScanne CamScanner bUS Mode Іа гр rj matematicii л uibrafüïor jisíeiíicÍnr de rigide -—■ — -— —- termenul caro se referă la parametrul lagrangeian я* din expresia acestei ferie este = - ( -, + ¡ + J « = *'·,„ > în ipoteza eă extremitățile acestei' arcuri, care nu sînt legate la elementul (Л\), ar fi fixate, (fig ), Această iurtă elastică rezultantă X, ar avea constanta elastică Ч, = Ч^ + ^- ( ‘ > iar graficul variației forței cu deformat ia ar avea forma din fig cu tg q>™ = fc,to ( ) Fig , Trebuie dts făcut mențiunea că există însă și situații cînd legăturile active ale unui dement (Æ?J cu elementele vecine (Sf ,) și (Sf+l) se realizează prin cîte două, sau chiar mai multe arcuri elicoidale montate în paralel, dintre care cite unul cu legătură permanentă cu clementele cuplate, iar celelalte nefiind fixate de clementul (ί',), ci numai de elementele vecine și presentimi, în poziția de echilibru static a sistemului mecanic, jocuri dc mărimi egale cu respectiv &·ΗΙ (fig ) Scanned with CamScanne CamScanner Dinamica uiûraltilor sistemelor ile rigide Cam Se a Scanned with CamScanner liti AkidrJarrti matrmrttied n uibrnfiifor лЫгчпгМг de rii/idr zullantă caro ar acționa asupra rlrinentiilui (¿íÉ) in razul rimi r\ rr milățilo leg bt ii eu elctneiiicìr recitili (A?{ s) *i (Λ\«ι) alo arritrilrir ar ramino fixe >ά avea expresia «ю+W«f ί ,·’">’ in ozili valabilității condițiilor ( LtH), variația mărimii acrsțri forțe in funcție do deplasa гол л;* fiind rcpi-czctitibla prin porțhilirn rectilinie fi twinrt prin oricine, a gmficulni ( / ILI) din fig ’-i l Ify a, rii expres irt +h; , ,+?·>„ L ) p·'· pentru condiția ( ), cu variația mării ni i acestei forțe rejirezviilată prin porțiunea lOClilinie GA a graficului din fig , u, Scanned with CamScanne CamScanner Bifiamirn ríbrofiílüT sisfemchir de ripirie MI vii tg φ( , = — (À;f ,f + Ц- ’t' ^ +kP ( ) ți expresia ■»”,;= -d,, , ,+j :+, ,)a‘ ( ) in cazul valabilității condiției ( ), variația mărimii forței J ''( in funcție dc parametrul lagraugoiau if fiind reprezentată prin por-ț ùnica rectilinie ΒΪ) o graficului din fig a, cu tg·?;;; = - + ч М)· си-юе Se înțelege că in cazul cînd cele două perechi de arcuri elicoidale care leagă elementul (S'J de elementele vecine (^ j) și (S,- j) iînt, două cite două, identice, adică pot fi scrise condițiile Ч-ы = k|,f+i = b’ fr*-i i = Ai r+i ~ **» &*- ' = ü*f+ = ( ) atunci segmentele GÁ și BD ale graficului variației mărimii forței cinstire in funcție de parametrul lagrangebn ¡r* devin paralele (fig , b) : de asemenea, in cazul cînd ambele perechi de arcuri sint identice ți au jocuri egale, atunci graficul =/(jf ) та avea fonila din fig , c în situațiile examinate mai sus se spune că intre elementul (), ( , I (HI) - Pii — -fi- H / I caro confirmă afirmația fftculü mai sus, privind varaci vrui noli niai· in raport eu parametrul lagrangidan r* ai forței elastice (*»mv solicita clementul considerat, De asemenea, so va inai menționa faptul că iu unele sihiații cuplajul elastic dintre două elemente, ț\) și (¿b), ule unui sistem vibrant poate fi realizat printr-o combinație l in de л arcuri elicoidale (Ae°), (σ = , , montate în serie, (fig I S, a), fir do r arcuri elicoidale (Adf,), (p = , , ,r), montale in paralel (fig, Д , b), fie, intr-un caz mai general, sub forma unui ansamblu format din r șiruri de arcuri elicoidale muñíate in paralel, cu un șir г oarecare, eu numărul do ordine p format, la riiubil său, din arcuri σ b Fj^ LIS elicoidale montate in serie (fig , e) ; so va лгйіа, in coni ¡miare, că in aceste situații ficcare din combinațiile amintite va puica fi înlocuită cu un are elieoídal ocliivalont unic, cu emisi ani a elastică exprimată în funcție de constantele elastice ale arcurilor caro intră in combinația respectivă Scanned with CamScanne CamScanner ЛІгмісІлгеа mnirinalk'â ri iiÌhrnfiHor jdsfcmrior tte rfflkle Fifi ( Л ) în consecința, modulii deformai iilor axiale ALÍ ale arcurilor elicoidale (Ac ’) vor fi daț i «le relațiile iar deformaría totala a ansamblului do arcuri elicoidale montale in scrie, toate ou același sons de deformare, va avea valoarea CamScannc Scanned with CamScanner Dinamica uiljnfilttlor tic rigide - · ta fie egală n modulul deformației axiale telalo а ansamblului de arcuri elicoidale montate în seric, adică să fie satisfăcuta relația № Ă-?₽ ( ) Eezultă de aici, după simplificarea lui X₽’, următoarea expresie pentru constanta elastică a arcului echivalent grupului considerat de arcuri elicoidale montate in serie : ( ) în cazul cînd toate' arcurile elicoidale componente au aceeași constantă elastică — fe? ; σ — , , , ?₽), formula precedenta ia forum }J ₽ — ip ( liti) Fig , Consideiiml, in continuare, și combinația din fig , b, constituită din r arcuri elicoidale montate in parale], se va observa cá torța elastică totală, dezvoltată de cele r arcuri elicoidale, este dală de suma forțelor elastice dezvoltate de fiecare arc în parte, ca rezultantă a unui sistem de vectori paraleli, adică se poate serie Λ|=έΐ^| = Σ^[Δ^Β ( -ηη (Iwl p, Δόρ reprezeutind si acum deformațiilc axiale ale arcurilor (AelP), (p=l, , ,r), (fig ) Pejlc altă parte insă, aceeași forță elastică Д ar putea fi dezvoltată de un arc unic, echivalent întregului sistem de arcuri elicoidale, de constantă adică іД| =МДЧ ДЬ fiind deformai ia axială corespunzătoare acestui ultim arc ( Scanned with CamScanne & — G, A CamScanncr ’-J ІИ! Atortelaren mal ema tica a vi b rafiilor sistemelor rfe ripírte ■“■> ■» ■ I —— —■ » ■■ - — ~H— Rezultă deci egalitatea ·,|Δ ,| = ¿JfU l· ( ) P-Л Liiind în co tis ideili t ic numai cazul cînd clementul (SJ, cuplat prin această combinație do arcuri elicoidale, execută translații rectilinii in lungul axei O u, paralelă la direcția comună a axelor arcurilor, {fig ), și reamintiri du-se observația, cunoscută din dinamica rigidului) că pentru asigurarea translației suportul rezultantei tuturor forțelor elast ice va trebui să treacă prin centrul de masă (?f al clementului ($f) — acest centru fucine! deci și rolul de ceni ni al sistemului de forțe paralele —, rezultă, prin aplicarea teoremei lui Varignon, următoarea condiție de montare a arcurilor in paralel, pentru ca efectuarea translației să fie asigurată : ¿ SO,(AP) - ¿ *| л,[ = t'ysj-!”lΔΖ,Ι - ( ) p=l p= p- Pentru ca toate arcurile să aibă aceeași deformat ie axială, egală, ■evident, si cu deformatiti axială a arcului unic echivalent, adică |Δ£Ρ[ — [AZrj, (p = , , ,r), ( ) va trebui să fie satisfăcută deci relația =o, \p-l / din care rezultă următoarea condiție finală de montare a arcurilor : ¿ і/₽АГ - O- ( ) P-l Ë în această situație, simplificarea, in relația ( ) a defor-maț iilor axiale în baza condițiilor ( ), conduce la următoarea formulă de calcul a constantei elastice a arcului echivalent sistemului considerat de arcuri elicoidale montate în paralel : p=l I ( ) Scanned with CamScanner Diurr ica víbrxtfиіог itsfrmHor de ripide HT cu furnu [WllìetlliH’ì ( Π dacá toate cele r arcuri elicoidale au acetosi constantă cinsi іеЛ = = tf; ? = , Cu aceasta, se poate trece л considerarea căzu luì mai generai de combinații de arcuri elicoidale, reprezentat in fig , c în baza celor annate luai înainte, fiecare diti cele r șiruri de arcuri elico ulule ( r*}, de constan io elfis rice l·?' vapulea fi înlocuit cu cite un are echivalent unic, de constantă elastică tfp' dată do relația ( ), adică ( ) rezultuid astfel о combinai ie ile r arcuri elicoidale echivalente montate in paralel : la riadul lor, acestea din urma тог putea fi înlocuite cu un arc elicoidal echivalent unic, cu constanta elastică dată de relația ( ) in care constantele À-Г’ vor fi înlocuite cu expresiile ( ) Se obține astfel următoarea formulă finală pentru calculul constantei elastice a arcului elicoidal unic echivalent combinației din fig , c ( Ô) eu forma part ie ulani ( ) dacă fiecare din cele r șiruri conține același număr = jî (p = — , , r)t de arcuri elicoidale montate iii serie și toate celo Scanned with CamScanner ini Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide ■ - " -" “ ~~ г X s arcuri elicoidale au aceeași constantă elastica, (ΐ’Γ = &?î o = , — , , Se Înțelege că în baza relațiilor precedente vor putea fi înlocuite, prin arcuri elicoidale echivalente unice, combinații și mai ■complicate de arcuri elicoidale, prin descompunerea lor in suban-samble de tipul celor examinate mai sus b) Ca rettemi ici te iiwiiiwjÎce generalizate corespunzătoare forțelor elastice dezvoltate prin încovoierea barelor elastice, în aplicațiile tehnice sc întîlnesc frecvent sisteme vibrante, fie independente, fio constituind subsisteme ale unor sisteme mecanice mai complexe, realizate prin fixarea unui număr oarecare « de rigide (S,), de mase Jlf(, (i — , , n), pe o bară elastică rectilinie, ultima avind un număr determinat de puncte de legătură exterioară, realizată prin încastrări — la extremități —, sau prin reazeme, fie fixe, fie cu posibilități de deplasare bilaterală în fig , a, este prezentat un asemenea sistem vibrant, format din rigidele (£]) și (>? ) fixate pe bara elastică AB, încastrată în A și avind un reazem cu posibilități de deplasare bilaterală în ) reprezentarea schematică, convențională, a acestui sistem vibrant fiind arătată in fig , b în cele ce urmează, masa barei elastice va fi considerată neglijabilă in raport cu masele elementelor fixate pe ea, iar deformabile ei în timpul mișcării sistemului vibrant vor fi considerale miei și realizate numai prin încovoiere intr-un plan determinat, coincizind cu planul tuturor solicitărilor active la care sînt supuse elementele sistemului în aceste condiții, se poate admite eă deplasările elementelor fixate pe bară sînt numai translații rectilinii paralele, efectuate în lungul unor axe normale la poziția nedef ormata a axei barei și situate în pianul solicitărilor active în consecință, luind direcția comună a translațiilor ca direcție a axei fixe Oy (fig ), pozițiile clementelor cuplate pe bara elastică vor fi determinate, în ipotezele de lucru adoptate, numai prin ordonatele centrelor lor de masă, (Λ = , , , н), aceste ordonate reprezentînd totodată și parametrii depoziție independenți ai sistemului vibrant considerat, al cărui număr de grade de libertate este, în condițiile precizate, egal cu n (r = îi) Considerînd, și de astă dată, numai cazul cuplajelor liniare — deformati! elastice la încovoiere proporționale cu solicitările —, Cam St anne Scanned with CamScanner CamScanner se va ține seama, in aprecierea forțelor elastico exercitate asupra elementelor fixate pe bara care suferă defonuații la încovoiere, de următoarele concluzii furnizate de experiența practică : — Valoarea scalară, raportată la versorul j al axei O y — la care sînt raportate și deplasările {ytìj — ?/ой) ale elementelor — a forței elastice rezultante exercitată de bani asupra unui element ІЛ и a b Fig , (^a)î fixat de bară, este o funcție liniară de deplasările, iuatc cu semnele schimbate, ale tuturor elementelor sistemului vibrant considerat, adică se poate scrie = - Σ ~ ?Æj)r (A = , , ,, л), ( Л ) J-l fiind oi donatele centrelor de masa ale elementelor, corespunzătoare poziției nedeformate a barei (Aceste ordonate pot avea, în particular, valoarea zero atunci cînd centrele de masă ale elementelor sc găsesc pc axa barei și se alege axa Ox astfel incit să coincidă cu poziția nedeformată a acestei axe ), ~■ Coeficienții ür ai formelor liniare ( ) depind de dimensiunile și natura materialului din care este confecționată bara, dc tipul legăturilor exterioare aplicate barei, precum și de pozițiile Scanned with CamScanner IMI ModeIbtcq matematicii a vibrafiilur «stenielor de rigide CaniSc a elementelor pe bara ¡$i satisfac principiul reciprociíà/ii, adică se pot acrie egalitățile = ’ (*J“ l> > · ·■> »)> ( ) aceste constante, numite si acum constante elastice sau силами te ite riÿfiïiirtÎc, formimi o matrice pătratică simetrică, notată cu simbolul A·^,, » - fcrlt · * ■ Аьіа li· + ■ ■ %■ ’ ■ r ■ ’ » ■ и I ■ ■ V A·- А', A‘, Cltl fNj Hf» ( ) Se va arăta ulterior că determinantul acostei matrice satisface condiția det К / Considerînd sistemul de relații ( ) ca un sistem de u ecuații algebrice liniare neomogenc în necunoscutele (j = , , n), soluția sistemului va avea, ț inimi seama diția ( ), forma î i det к } — ?/g,)> çi de eon- Ia Я sau încă H ■ yCj - rá, = - Σ (J = > · - w) » ( ) unde prin det К (- Г* АЧ-іл· Ц + , ’ ■ ' ^j+i t- Ь r k'l t+l b r kj-l,*+l ■ - · kff-l B k*J+l,fc+l * ■ ■ FI T T ^'n k+ ^пв det К ( ) Scanned with CamScanner ü Di unni i en vibra (¿lío г risani pJ»r de rigide I*·! au fost notați compleinenții algebrici normați ai elementelor ktfk (lin determinantul matricei К /Сл ГііпсІ complement îi algebrici obișnuit i ai acelorași elemtinto Ж rimile аЯ| numite coeficienți de- influență, formează o matrice pài ral ică simetrică, tml ală cu simbolul ( J - ) egală cu inversa matricei de rigiditate si numită matricea de influență a ш/tonului vibrant considerat Belaț iilo ( Л ) exprimă faptul eă deplasarea totală a nuni element oarecare (&,) al sistemului vibrant considerat· rezultă din însumarea unor termeni proporționali eu forțele elastice dezvoltate în dreptul tuturor elementelor sistemului, cu factorii do propor țio-nalitate reprezenta ți prin coeficienții do influență; această concluzie este cunoscută in litoralum de specialitate sub numele de principiul suprapunerii efectelor Γη cazul unui sistem vibrant cu un singur clement fixat pc bata elastică (Λ, j = ), multă condițiile dctK = |/iiu| = Afll = ht ; Jîh = Jf — i, obținiiidu-sc astfel următoarea relație intre constanta de rigiditate și coeficientul dc influență απ = a : ( Л ) Pentru un sistem vibrant cu două elemente fixate pe bara elastică (A, j = , ), sc pot scrie relațiile del К = A‘,tl ( Л ) Scanned with CamScanner ϊίϋ м ï л! ί> i η л· д i» ti I e m = £ Ρ ( = £ ·\ « ), AfJ— ’* *’ Α ** sau încă, observind că datorită condițiilor de simetrie ( ) poate fi scrisă relația Σ ЧД - ?(·"') - J%>} ’ mai rezultă í i " d = d — — £ A f *“ « Лаг ( ) Scanned with CamScanner РРішмйчі i’ibrrtfiifíjr «kjcwbr de ripidi* ІЯ Ilogiud xì uìvi drept coordonai e genondizato ide sistemului vibram del'urm Ціііе elusi ivo ditiumiet* din dreptul nuise lor umpla-sute pe buni, adie;! Q* ÌA;t — = V?» (* = l, , »··♦ и), ( Л ) li vem ve rovine lu u caperla si acum pozițiile elementvlur sistemului lu pozițiile er de echilibru static uceas hi m parlare filmi iudìvatA in schița ile rnnvțio-tmreu sistemului vibrant prin couvent in de reprezentare unì UH il in fig, , — , se ponto serie immi tonica expresie fiiiulü n limcției polviițiulo elastico voiospiiii-ztìtonii' sistemului viburni considerat : - ¿ *ч^* ) *-i *f Avìud in veden* expresiile líerivulvlor parțiale in rapuri cu cnnrdmuil ele geuomlÌKUte alo Гііпс(ісі ? ad ini sau ііцчі ( ) jfi țiuind strina §i do lupini vil forțele elastico siálico sini lie egale cu xeni — cìnti bara mi esto deformukl in poziția do echilibru static —, tiv vcliilibmU* do eompuilontole stai ive alo forțelor genomi ízate eures-[luiizütnuro celi u luit t' lipuvi do stdicilüvi act ivo la care poate fi supus sistemul vibrant, vor roziiUu urnuIUiarele expresii pviit ru forțele gvutu'alízate elusi·ice dinamico in cazul sistemului viln-ant cousidc-mi : ( Г ) Scanned with CamScanner ΙΓΛ Modelarea matemaUcã a vibrai tlfor лі*(гтьгіог dtí rigide Ultimele expresii «col direct in evidență expresiile ÍA = , , »), ( ) expresia ( -L ) a funcției potențiale se va reduce numai la forma pătratică in parametrii lagrangeienit adică " F* “ T Σ + eonst , t,;-l ( - ) iar prin atribuirea vaiorii zero pentru constanta aditivă va multa valoarea V*( ) = pentru poziția de echilibra stabil a sistemului vibrant («Í — ) si deci următoarea condiție F* Σ A j i ( ) pentru orice poziție situata în vecinătatea poziției dc echilibru stabil a sistemului vibrant, ceea ce permite să se tragă concluzia că si dc- Scanned with CamScanner Dinamica vibrațiilor ¿¡stemelor di’ ripide Γ* CamSca terminantul matricei de rigiditate (' este diferit de zero, adică so ponto scrie condiția det C о, ( > care confirm» concluzia generală ( ) și condiția ( ) Caracteristicile dinamice generalizate de amortizare Mișcările vibratorii alo sistemelor mecanice silit însoțite, totdeauna, și de disipări de energie mecanică, provocato de solicitările rezistente datorate frecărilor, fie uscate, fie vîscoase, solicitări caro nu totdeauna pot fi neglijate ; in cazurile cînd trebuiesc luate in considerație aceste solicitări disipați ve, al căror efect este o micșorare continuă a amplitudinilor vibrat iilor, se spune că sistemid ri-iiront funcționează ch amortizare- Amortizarea in sistemele vibrante poate exista sub următoarele două forme : ) Amortizarea tfrterna, corespunzătoare situației eind solicitările disipative iau naștere datorită contactului cu mediul exterior, fie al elementelor constitutive ale sistemului vibrant, fie al elementelor elastice de cuplare, această formă de amortizare prezent indu-se j$ub umil din tipurile menționate mai jos : — amortizare coulomb ia nă (înceta), provocată de solicitările de frecare uscată, reprezentate, du regulă, prin forțe de freca re la alunecare care apar în cazul sistemelor vibrante cu clementele execuți nd translații rectilinii pe suprafețe aspre; — amortizare eîscoasă, provocată de rezistențele de amori izare dezvoltate de catre elementele elastice de cuplare exterioare și interioare, rezistențe ce pot lua valori apreciabile in cazurile cimi elementele elastice de legătura sînt implantate in medii fluide cu viscosità te mare ) Amortizare internă, corespunzătoare situației cînd solicitările disipative iau naștere in interiorul elementelor sistemelor vibranta sau al elementelor de cuplare, deosebindu-se și aici două tipuri de amortizare ; — amortizare rîsco-etasiică, caracterizată prin dependența solicitărilor disipative nu numai de amplitudinile mișcărilor elementelor respective, ci și de frecvența acestor mișcări ; Scanned with CamScanner / Л* itti Modelaren wnttJr>iottcd a ribrațulor sistemelor de rigide — amoriizare histereitcã, caracterizată prin faptul că solicitările disipai ive, reprezentate în acest caz prin diverse tipuri de forte de frecare depinzînd numai de amplitudini le mișcărilor elementelor prezintă fc-iitt ut {‘ни! histerezis, adică diagrama solie ita rc-defo mia ț ic închide * o buclă la fiecare ciclu de funcționaro (fig- ), aria limitată de aceasta buclă fiind proporțională cu cantitatea de energie di si pală pe ciclu do elementul considerat De regulă, amortizarea internă este luată in considerație mimai la studiul comportării elementelor unui sistem vibrant· la oboseală, in condiții de rezonanță; in problemele tehnice obișnuite ea este neglijată, așa cum va fi neglijată, de altfel, și in lucrarea de față, isidcrație, în continuare, numai amortizarea externă, vor fi stabilito expresiile caracteristicilor dinamice generalizate corespunzătoare celor două tipuri, menționate la început, de amortizări externe Fig / Luind deci in c ° Caracteristicile dinuniiee уепегаііхніе de amortizare con lombi ană Forțele de frecare la alunecare sînt luate in considerație îndeosebi ia cazul sistemelor vibrante formate , ~ pentru ¿^= , = — pentru #C( — ; Irf- ψ*Ι>-~~τ ( ) «o o vor rezulta, în baza relațiilor ( ), consecințele C,j> ; Д,> , ( - ) ' în baza cărora se va spune că sisíewiid vítrnut ore awrtAsare pocilinï Se înțelege că, in funcție de valorile deplasărilor relative la translație și rotație ale ciernen tri or cuplate, un acclami sistem vibrant· poate evolua un timp, ca ш nuire a imprimării unor valori inițiale mari ale deplasărilor relative, cu amortizare pozitivă, după vaie, odată cu micșorarea valorilor acestor deplasări relative, să evolueze , cu amortizare negativă — Amortizare vf scoasă ew caracteristică neliniară dependentă de viteze, cind coeficienții de amortizare depind numai de vitezele relative de translație, respectiv unghiulare, ale elementelor cuplate, adică relațiile ( ) iau formele C(I = ΦΗ(ι?ΰ( — ( - ) ; Vti = ψ„(ωί — мД ( Scanned with CamScanner PiNflìnicg uibrafiiÌor sisterne!or de rigide Hi» Cam Scanni ІЛ U și, in particular, formele Ctl = C?; | г л·,·, atunci răsuci torul rezistențelor de amortizare care acționează asupra elementului (SJ ca urmare a acestei legături va fi scris sub forma folosită și in dinamica sistemelor de rigide, adică ( ) termenii = - C? %î ( ) reprezentind și aici comportante disipative ale torsorilor rezistențelor do amortizare exterioară, iar termenii % =^’Ч= « ^> ( ) Scanned with CamScanner C Modelarea matematică a ѵіЬтдеШот si ìtceielor de rigide Я « E я un purtìnd, сл și în dinamica sistemelor de rigide, denumirea de rom-pti Mudici perhirbaiunre ale torsurilor rezist en țel or de amortiza re exterioară și jiicind rolul de solicitări active de excitație Forțele generalizate corespunzătoare componentelor disipaiive ale răsuci lori] or de amortizare cxtcrioanl vor fi date dc relațiile ( ), stabilite in cel de al doilea volimi ai lucrării, relații care vor fi retransmise însă eu convenția de notații adoptată in mecanica vibrațiilor, adică = -■аУ“‘'·, (fc = l, , ( - ) « dql cu funcția disi pati vă a lui Rayleigh corespuns ătoare avi ud, in baza relațiilor ( ) ți ( ), forma «Si» = Σ t $ , (M = , , , »·) I ■ ( J De asemenea, foițele generalizate corespunzătoare răsiici-torilor rezistențelor de amortizare interioară vor fi date de relațiile ( ), retranscrise acum sub forma « = Σ ₽»*«?«?■ ( ) in care coeficienții (;£ vor avea valorile P*J = " “ Эіві*;· = β*/(ί*)* ( ) Obscrvînd că pot fi acrise egalitățile ô'ïf* (?flr * f ж “WÆ ]-¥,? + T M № e ’ eu cele două- grupuri de termeni din membrul drept identice, vor rezulta nrniătoarele expresii finale pentru forțele generalizate loiale de amort izare : ( ) Coeficienții *j din expresiile precedente ale forțelor generalizate ilÎHîpative loiale vor reprezenta caractei'ialicite dhiainice genera- Scanned with CamScanner iGt Modelarea matematică a uibrațtilor sistemelor de riputa tizate di amortizare víscoaaã ți vor forma o matrice patratică simetrică (β?, = p*JT notată cu simbolul β* ι PS Pi ■ PS Pi Λ PS · PS ■ ■ P?, в = ■■ IÜ ■ ■■ Ф ■■ ■ PS p?, pf, * V « PS ι PS ··· PS’·· PS ( - ) care va fi numită mot-rioea de amortizare vîsvoasă « Hsternw/iii vibrant ; întrucît relațiile ( ) și ( ) arată că furnia pă tra tica ( ) în vitezele generalizate este pozitiv definită, rezultă că matricea В este nesingulară, adică este satisfăcută condiția det Β ψ ( ) Prin introducerea nuil rieri ( ), expresiile ( ) ale forțelor generalizate totale de amortizare vor mai putea fi scrise sub următoarea formă concentrată matriceală : QÍ = -Bi? ( ) Oonsiderind și acum numai cazul sistemelor mecanice ce execută mișcări vibratorii in jurul pozițiilor lor de echilibru stabil, se vor dezvolta în serii Mac Laurin, în jurul valorilor gj = = , coefi- cienții din expresiile ( , ) ale forțelor generalizate de amortizare, adică se vor scrie relațiile ¡ , = (РЬк-о + Σ ( Ș-) « + ■■·, ( ) ι-i \ ptfT A*-o dezvoltările puțind fi însă oprite chiar la primul termen, adică se poate scrie β*/ s (P*jh’-o — Αή/, (Ap j' = ? , , , r), ( ) Scanned with CamScanner Dhiirriicii uibnifÉiÌor íiítemelor гія rigida CamScanner cu Ьь, constanți, această aproximare fiind justificată de faptul că in relațiile ( , ) coeficienții β* Α trebuie înmulțiți acum numai eu mărimile ώΛ, relativ mici în condițiile unor vibrații în jurul poziției dc echilibru stabil, ca și variațiile îCi ale parametrilor Ія grange leni în consecință, expresiile ( ) aîe forțelor generalizate tic amortizare vor lua în aceste condiții formele particulare ( Л ) eu coeficienții bihJ care vor reprezenta caracteristicile diìiamicc de amortizare vîscoasă aie sisiemidui vibrant in jurul poziției de echilibru stabil — formi nd o matrice r ¡metrică, (**A = *ЛА), notată tot cu simbolul B, dar cu elementele conatante, adică * * , · - ■ * *ir * *î£ * ■ * frțj - - ■ ■ ■ ■■ ■ ■h в = t * ** ^ЛЙ * - - *Лг » ■ ■■ * ■ ■ ■ ■ ■ brf *fJ care satisface, de asemenea, condiția de ne я mgi ilaritate ( ) det H ( ) și care va fi numita matricea de amortizare vîscoasd а sistem ttltfî vibrant în jurul poziției de echilibru stabil Se înțelege că prin introducerea acestei matrice, și expresiile ( ) ale forțelor de amortizare v ¡scoasă vor putea fi retranscrise sub forma concentrată matriceală : QÍ = - В w * “ fiind mal ricca coloană format ă cu clementele wh ( ) Scanned with CamScanner m Morie Ig rrg ni a tematicii a ulbrațilÎor «Шстеіог rie rigide în v mili miare, vor fi stabilite expresiile concrete aie иігаН eristicilor dinamice generalízate tir amortizare viscoasñ cori-spiiiizãl tiare mișcărilor vibratorii în jurul poziției de echilibru shihil pentru crii· două sisteme vibranle jiarl ieulnre, dar foarte des întihiilc în aplicațiile tehnice, menționate și alunei cînd к-а vorbii de solicitările conservaiίν rdonatc Ingrati-golene ale sislcmiihit vibran I, ele coi noi* zind astfel și cu variațiile parametrilor lagraiigcieni, adică vor rozii Ha relațiile î* = = = (λ’ , , , , țr), = = = ifít, ( I ÜH) Scanned with CamScanner Dinámica vibrapiior sistemelor de rigide Iti» u J— J— ■-> ίΛ ξ -з Ifì л> in baia cărora, expresia ( ) a funcției disipați ve totale a lui Rayleigh, cu cei doi termeni ai ei determinați prin relațiile ( ) și ( ), (cu Çj = ; t = , , j w), va lua forma particulară = Cî i? + -i- cîo i« + ~ Σ - » )’> * -J ώ sau încă, folosind o convenție de nolai e analoagă convenției ( ), adică introduci rid termenii •ΐ* = ¿*+i == , mai rezultă rt+I = "Z“ Jj ί=ι ( ) ( ) în consecință, forțele generalizate de amortizare vîscoasă vor avea expresiile «î = = = i,· , L·(i dq* Э»? ■ ■ ■ ■ В а в ^ -Га- Лл-І к ^лш- ( ) b) Caracteristicile dinamice generalizate de amortizare vtscuasă corespunzătoare sistemelor vibrante cu elemente cuplate elastic în serie și executînd rotații în jurul aceleiași axe fixe Se va lua în considerație și aici sistemul vibrant cu r = n grade de libertate format din n clemente (S,), (£ — , , legate în scrie prin arcuri spirale cu amortizare cu caracteristică liniară (fA-i-t = »m-i j » = lț , n + ) și exeeutînd rotații în jurul aceleiași axe fixe (Δ = Os), de vemor k, (fig ), versor la care vor ti raportate atît semnele unghiurilor de rotație ale elementelor, cit și valorile scalare ale momentelor de amortizare Scanned with CamScanner D i n л mien eìbrapiìor stsicniflor de riffide CamScannci A legniti și acum dre pl coordonate generalizate ale sistemului vibrant unghiurile de rotație ale elementelor raportate la pozițiile lor de echilibru static, vor rezulta și aici concluziile Í* = φ*· — Ttti = °· )’ · ( »δ) — Treeind la calculul forței generalizate de amortizare co respinti atoare gradului de libertate kt se va observa și aici că numai termenii corespunzător valorilor i — к și i = к - voi- admite derivate parțiale diferite de zero in raport cu viteza generalizată φ*, adică se va putea scrie ílt Æ· r/f* V = ^- = ~ — ^“+- (Φ* — —?*) Scanned with CamScanner Π£ Modelaren rnatematieJ с ыІЬгдЦІІог atetemeíor tte rigide fini incil = ^î k-i Ф*-і — UZkfr-i + Ф*“Η-β’+i it· Фіч- т ( ) Си · · -f r), ( ) — unde și siut valorile scalare ale componentelor torsorilor in centrele de masă Gt ai solicitărilor dc excitație exercitate asupra elementelor (S{) ale sistemului vibrant, valori raportate la anumițî versori aleși pentru direcțiile acestor solicitări — , vor putea fi realizate sub una din următoarele patru forme principale : — ea лс/îum períisíeníe cit evoluții variabile, cind funcțiile F„f( ți -^ jr(( variază — fie continuu, fie eu discontinuități — pe uu interval finit, de același ordin de mărime cu intervalul în care se studiază mișcarea sistemului vibrant; — ca acțiuni persistente ca evoluții in trepte, cind funcțiile -ί’ίίΓ (Í) și ΎΛ, ff) se reduela anumite] valori constante pentru un interval finit [Jlf țj al duratei procesului vibratoriu, luînd valori zero in afara intervalului, cu considerarea atit a instalării, cit și a încetării, acțiunilor excitante ca pro duci n du-se instantaneu ; — ca acțiuni cu caracter de undă de șoc, atunci cind solicitările dc excitație acționează pe o durată finită cu grafi cile variațiilor Scanned with CamScanner W Mtifii'înri'fi Hiafruintrrri n rlbi*tl[Iilor fthrtrmrhír (ir rífjhL· КГГДІ) î}L ^n(V) *n iicwistü durați! nui uite нш/с í/г jmic ргехічі-tìndu-se sul» forma num· curbe continuo, sau continui· pe porțiuni ; — ем «cp u ni ) (i = , , n; k = , , , ), cu fulléenlo \I((O ?í ^б /О satis tacimi și condițiile ile dezvoltare in serie Foncier ; mai mult, seriile trigonometrice еогенриuză l oare acestor dezvoltări sînt, de regulă, foarte rapid convergente, fn pt care justifică exprimarea acestor tipuri de solicitări sub forma unor polinoame trigonometrice de un ordin oarecare / ( ) și apoi se vor calcula și amplitudinile și fazele inițiale ale diverselor armonici ale excitațiilor, cu ajutorul relațiilor = ^+^ » «a= arctg ( ) Excitațiile exprimate prin polinoame trigonometrice de forma ( ) se numesc excitații poliarmonice și ele pot fi caracterizate prin dependența amplitudinilor și fazelor inițiale de pulsațiile (frecvențele) corespunzătoare; prima dependență poate fi evidențiată, ca și in cazul vibrațiilor periodice, prin upECtrograinele excitațiilor res^ pectine, reprezentate în fig , , « pentra foițele de excitație și iu fig , b pentru momentele de excitație e Scanned with CamScanner Πί Moti e tarea maternai ied g vibre fitior sistemelor de rigide în cazul cind expresiile ( ) alo solicitărilor dc excitație fio reduc numai la primul termen al pol innam clor trigo nome trice, adică sin (M î sin(M), ( , ) *? k¡ k; ikj k¡ a k, k,· k(· ¿к, k; b Fïjj- , solicitările respective se numesc excitații armonicej iar in cazul cind expresiile menționate se reduc numai la primii doi termeni ai polinoamclor trigonometrice, solicitările dc excitație se numesc excitații biarmon îce în situațiile cind funcțiile F JÎ>rrrfifInr «ísíemcJor cl·? Hf/idr iïî Cam Scai Expresiile iitiiililiiw ale ¡u'mtor ехсікъ[іІ silit de forma = ¿ - COliNÍ =' pentru pentru — ■//“ — corist pentru = o pentru /ε μ,, /J; /е (- oof G) u(/ , + oo) ; ( ) G Ml * ^ Í i e( , G) U (G,-I’ M)f eu graficele de variație? ale solici turi lor de acest tip reprezentate іи l'ig , а pentru forțele de excitație și in fig , b pentru momentele de excitație Aceste grafice indică instalarea installi anee, ht momentul G și încetarea bruscă, la momentul a unor asemenea tipuri do excitații; se înțelege insă că oricind, printr-o schimbării a originii pe axa timpului, fie momentul începerii excitației, fie cel al încetării ei, va putea fi considerat ca moment zero c) Excitații tielertubi iste în unde de șoc Tipurile cele mai des întilnite de excitații în unde de șoc sînt : — E i'cilaiiile în tinde de șoc ou foftna de undit în buclă üÍhusoí-d(dă} (fig , a și )}, definite prin următoarele expresii ale fune* Fig J IЯ - e, Scanned with CamScanner 'ПК МшіеГдгсв і»д tematică о etbra fi ifor sislcnigiw de rigide G Θ țiilor i;,(W și : pentiti pentru pentru pentru fe [ ,^П f e ( —м, ) U(^,+ co) ; t€ [ ,^J; ( e ( — oo, ) u(^, + ) ( , ) ■cu Г? Și *^î constante — ExcthifiUe ìm tinde de țov, сч forma de nudă tri tinnii inlarã, (fig a și b), definite prin ecuațiile /£ pentru pentru pentru pentru pentru i € ( — oo, ) u(^,+co) ; ( G) /€ [tì, — ; »‘[f’ · pentru : t e (— , ) и (&~r + ) Se precizează că mișcarea oscilatorie efectuată in timpul acțiunii excitațiilor in unde de șoc se numește vibrație inițială, iar mișcarea vibratorie efectuată după încetarea excitațiilor in nude de șoc se numește імігп/іе тез id naia d) Excitații deterministe de tip impulsiv în această situație, excitația, de regulă o forță F,, dc intensitate foarte mare și acționind intr-un interval de timp Δί = i, — i foarte mic, va putea fi exprimată, cu ajutorul funcției impuls unitate ( ) a lui Dirac, in funcție de variația impulsului, Jf (, constantă și considerată cunoscută, pe care îl provoacă forța respectivă la clementul (SJ, în baza relației =^ ( * ( ) Scanned with CamScanner іл и Dinamica vibrațiiÎдг з i sí e melo г de rigide IW· într-adevăr, dacii se înmulțește relația precedentă cu di și se integrează de la ( — oo) la ( + oo ) ambii membri ai egalității, rezultă relația >··· >’·)■ în cazul celor mai multe dini re sistemele vibrante intilnite în practică, forțele generalizate de excitație depind și ele numai do timp; considerind, în continuare, numai această din urmă situație, rezultă că forțele generalizate de excitație cu care seva lucra obișnuit vor avea exoresiile = (? · = !, , , ( Scanned with CamScanner Я Modelo rea in e temati ca a t?i brolliior si^lcmcfor di rigidi· CamScanner Λ» ole forniìnd о matrice coloană notată cti simbolul S, adiça S =iiOL·-· ■♦· ^*Γιη ( ’J) numită -matricea ¿te excitație în foarte multe situații funcțiile f?rrA (f)sc prezintă cn f iWta/н jeneraliWe poliarutoiiiec зінслигс si afazice, adică au formele = X sin (λρΟ, (fe = , , ■ ♦ · r), ( ) λ=ι constantele (&, numite in această luci-aie «гглгіегігіігі rfmaifïiir ^eneraiù-oie de excitație poliarmonicd, formimi un număr de / matrice coloană de forma QA) = IlQh Qb >■ ■ λ-Ι ( ) respectiv forma particulară S = Q sin (pt), ♦ ( Õ G) iu cazul excitațiilor generalizate armonice Sincrone si n iaz ie e (λ = : Q,n = Q)- , în continuare, vor fi stabilite semnificațiile forțelor generalízate de excitație, pentru cele două tipuri uzuale de sisteme vibrante constituite din elemente cuplate elastic in serie, examinate și iu paragraful precedent: Sistemul vibrant cu elementele execut înd translații rectilinii în lungul aceleiași axe și sistemul vibrant eu clementele execut înd rotații în jurul aceleiași axe a) Forțele generalizate ¿le excitație aplicate sistemelor vibrante cu elementele exeeatind traHsîafii· reclitìniì bi lioiguf aceleiași a re Se consideră din nou sistemul vibrant reprezentat in figuri , Scanned with CamScanner Dinamica аіЬгарНог sistemelor de rigide in care denteatele ($,) ale sistemului vor fi considerate supuse si la excitațiile orientate de usciпенса în lungul axei Οχ în aceste condiții, (φ( = ; = д?е i ; í = , , , и), ex- presiile ( ) ale forțelor generalizate de excitație vor lua fon ude simplificate υη Λ* toc, Âr* sau inca, țiuind seama și acum dc condițiile a® [ «(«?+%,) W/= ’ -k ' ~SS* = “ăi· to; \= Of peiltni ,· fcj mai rezultă =JT^ = ^-r» ( , (fc = , , n), ( ) adică, în cazul acestui tip dc sistem vibrant forțele generalizate de excitație coincid efectiv cu forțele dc excitație și deci matricea de excitație ( ) va lua acum forma s = ¿ Г* Sin (λρί), λ- ( ) CU F =[ ¡ Χχ ■ + TÌ хріѵніі mai himple ule íitni:(iilor Jf *,(-) ÇÎ ^# ( ·), prin integran* niiibliticìl, inr in cazul uncii· expresii inai complicate, prin integrate minirrică — Jllrtíüfí p/^rfilicfì aif definite prin relațiile f’ , ( = * ,( ) = jim — ț rln,„W -H?rtf cu amortizare neglijabila în această situație, forța de excitație va ii reprezentată numai prin componenta perturbatoare a forței elastice, e u valoarea scalară raportată la versorul î al axei arcului — luată ca direcție a axei O K ( ^ = æ,(qÎ «ли +Ч Σ Αίλ Я П ( W + α,λ> λ ΠΤ t Scanned with CamScanner um ■MedrliirAi nuitriiniOi·,> ■ Р Sf) de care este fixat acesta din urmă, (fig* * ); se înțelege că in această situație vor trebui să fie satisfăcute următoarele două condițiuni : — Caracteristicile inerțiale ale părților componente ale excitatorului vor trebui să , fie neglijabile in raport cu cele ale elementului montat exeitatorul, pentru ca ele să nu influențeze direct mișcarea acestui element, formînd un subsistem mecanic; (ó',), pe care este — parametrii cinematici ai mișcărilor relative ale elementelor mobile ale excitatorului să aibă valori foarte mari iu raport cu valorile parametrilor cinematici ai elementului (S,), pentru a se putea neglija influența mișcării de transport a acestui din urmă element* — Cifliifîciirea е ге» о/о«ге/ог dupa moihd de reali-are tehnici a lor, in acest- sens putìndu-se deosebi următoarele categorii principale de generatoare dc excitații : — eccitatati re іпесанісе, folosind acționarea mecanică a elementelor mobile ; — recitatoare electrod iun mice, bazate pe acționarea electrod inamică a elementelor mobile ; — licitatoare hidraulice și pneumatice, la care acționarea elementelor mobile se realizează folosindu-se energia fluidelor cu presiune ridicată, în continuare, vor fi prezentate cele mai des intilnite, in tehnica* vibrațiilor, tipuri de vibratoare mecanice și electrodiuamice, Scanned with CamScanner ІЯп Modelarea iTinícmaítcá д vibrațiilor sistemetor de rigida Я и * , Б кед tato are mecanice în aplicațiile practice curente sînt folosite următoarele trei tipuri principale de excitatoare mecanice : а) J&Edta/orul cu mecanism biel(t-mani&e ăt Лее,st tip de л i- brator este un excita tor exterior, cu partea mobilă reprezentată prin manivela (Jfw) fie luugime egală cu r (m), biela (/fi) de lungime egală cu ?(m) și din piatra de culisă (Pc), (fig ), ultima fiind legată la extremitatea À', a elementului elastic ( eÉ ), a cărui extremitate opusă JfD este legată la elementul excitat (jS\) ; manivela se rotește uniform, cu viteza unghiulară p(s l), în jurul unei axe imobilizată in corpul excitatoiului acesta din urmă fiind fixat, la rindul lui, de un corp fix din mediul înconjurător Alegind axa in lungul căreia se deplasează centrul de masă Gp al pietrei de culisă ca axă Oj· și originea pe această axă in pu netul de articulație a manivelei, se verifică cu ușurință că pentru abscisa я'л( a extremității ¿fü a arcului elastic (Леі ) poate fi scrisă expresia « n = Г cos {p i - și deci următoarea expresie pentru diferența ) : Г* а»и — %, — jl»+ rcoă № + + ț cus I О’* + Ь ( X unde prin Ao s-a notat expresia constantă Л = I £ - ( > în consecință, in ipoteza neglijării amortizării elementului elastic ( A a i ) — situație frecvent considerată in practică — , asupra elementului (jS,), executind o translație rectilinie iu lungul aceleiași axe Æ, va acționa următoarea forță de excitație, exercitată de vibratomi considerat in fig , , t = Ц А + ^ D cos (pf - ? îj() + -fcifo—cos [ (pi + ?ffl J] - I ( > După cum se vede, in condițiile menționate, ex citat o ral cu mecanism bielă-manivelă va asțiom cu o forță de excitație biar-monică ; in cazul cînd s-ar fi luat mai mulți termeni in dezvoltarea radicalului din expresia lui , s-ar fi obținut o excitație poliar-munică b) lUxciiatoyitl eu meca» ista excen trie-cidisă Acest tip de generator de excitații poate fi utilizat atit ea excitator exterior cit și ca excitator interior, pentru elemente care execută mișcări vibratorii de translație rectilinie, Scanned with CamScanner Sì Modelarea mflfmflticg а щЬптіШог s Ufe melo r de rìgide Partea mobilă a acestui excitator este constituită diiitr-un excentric (Kr) și o culisă (€?/), cuplată cu excentricul prin butonul (ΰί), situat Ia distanța ițm) de axa de rotație a excentricului țfig ) Considerind ca excentricul se rotește uniform cu viteza unghiulară p (s- ) pornind diutr-o poziție determinată prin valoaifft φ a unghiului său de rotație — valoare corespunzătoare poziției de echilibru static a sistemului vibrant și raportată la o :ixă do referință (Δ), normală la· axa după caic se efectuează translația culisei, (fig ) —, se verifică imediat că deplasarea extremității C a culisei in raport cu poziția sa Ce, corespunzătoare momentelor in care cent rid butonului (fi/) se găsește pe axa este dată de relația ¿c — r sin fort + φ ) ( ) л - Fjg, în cazul cimi acest tip de excitatei este folosit ca excita tor exterior, extremitatea față de corpul excita toni lui, deplasare socotită in raport cu poziția centrală a culisei, va rezulta și acum relația ς = #sm (p/-b j!i:t іл U φΜ“ fiind și iti-uni unghiul de rotație лі excentricului coiOspunzător poziției de echilibra static a sistemului vibrant In consecință, accelerația relativă a ansamblului culisă — masă adițională va avua expresia ((), ( ) iar forța de inerție corespunzătoare mișcării relative a acestui ansamblu și acționind ca forță activă asupra excentricului — și deci, prin lagărul acestuia, asupra clementului (ò'f) — va fi dată Fig de relația r„, = -(»>, +Jf ; «r = > H h -V, ) ep- sin (pi + φ^; , те fiind masa culisei Scanned with CamScanner я и ■Vj Sî Modelarea matematica д vibra ții г sistemeÌer de ripide Я Se observ» că și această excitație este armonică, dar cu amplitudine dependentă de pulsația excitației Ëxcitatoarcle mecanice cu mecanism excentric culisă sînt folosite pentru generarea excitațiilor cu frecvențe care nu depășesc ( Hz șl cu amplitudini de cel mult N c) ËÆCÎÎaforuI cu retori dezechilibrași Acest tip de generator de excitații este un excitatei' interior, avînd ca elemente mobile, cel mai adesea, doi rotori dezechilibrați identici, (#(l ) ți ), montați cu axele de rotație relativă paralele în corpul excitatorului și cu contrele de rotație relativă, C\ și C — centrele cercurilor descrise de centrele de masă Crl și (?rS ale rotori lor in mișcările lor relative față de corpul excitate iul ui —, dispuse simetric față de centrul de masă Gt al corpului ex citate ru lu i ; corpul (Ce) ul excita-torului, care se va fixa de elementul (^f) al sistemului vibrant ce va trebui excitat, prezintă, iu general, trei axe de simetrie triortogonali·, care vor fi alese ca axe ale unui reper cartezian ζξηζ — cu axa ‘/V /Δ,} Fig orientată pai*alcl la axele de rotație relativă ale retorilor, (fig )T la aceste axe urniind a fi raportate și valorile scalare ale solicitărilor de excitație inerțială dezvoltate de rotori Scanned with CamScanner РЬштіса у Harapilor sistemelor de rigide Si· consideră cunoscute datele constructive ale excìtatarului, reprezentate prin coordonatele — exprimate in metri — față de reperni GA ξ η ζ ale centrelor de rotație relativa C\ și C f adică ^(cq/qc); Св(-а;- ;-σ), ( ( ) prin máselo wij = ms = m (kg) ( ) și prin excentricitățile = '¿ a siti (pi - «)‘ — Excitutornl inerțtal generator de forță și muinent de exviiofie unidirecționale armonice coliniaret in condițiile a = ; a oti = - ocj p = pp ( ) (fig, ), cinci toi sonii in polul Gc al excitațiilor va lua forum jFftTj f?l· t; p cos (pi + «) iț ÍHtíXí= — тсср^ sili (pi I я)/ç ( , ) Scanned with CamScanner ■эн Mi nieta re ti mtiíetii rifinì π idlinrfllh>r iitaWidnr ih’ ftalfta CamScannc Excilatoarcle iiicr(íule uil rotori dexeuhJIHiml'l Mint ГпІіінІІг pentru rcaliziHTU de excitații armonice гр ГгггѵічіЬ care ” ( ) ca reprezcntînd deci amplitudinea excitației, amplitudine care, pentru un sistem mecanic dat și un excitatul* dat, depinde de amplitudinea și de pulsația tensiunii de alimentare^ în cazul cînd excitatului ele otro dinamic este de tip interior, montarea lui se face ca în fig , eu corpul fixat de elementul (ά\) din sistemul vibrant ce urmează a fi excitat, iar pe masa excitatorului не fixează и sarcină adițională, de masă J/e, care se va adăuga la masa a ansamblului rigid format din bobina mobilă ți din masa excitatorului (Arcul elicoidali*, din fig simbolizează ți acum cuplajul elastic dintre bobina mobilă și corpul excitatorului, cuplaj realizat in realitate prin membrană elastică) iȘe demonstrează că in această situație obținerea unei forțe de excitație aproximativ armonică este posibilă numai în următoarele condițiuni : - Valoare neglijabilă a masei Jfc a corpului excitatorului iu raport cu masa bobinei mobile și a sarcinii adiționale, adică satisfacerea condiției ■i ■ ► lfe X d-,V„ ( ) Scanned with CamScanner Ü Míjrlrhf rt’fi tJiíih'inrifmí еШя лп очги'/мг rir — Deplasare armonică a bobinei ніоініѵ iii jirrtil |юхі(н*і isolo (Le echilibru stabil, adică о deplasare de forma Xb =: (' МІ (/>/), (¡¿Ol)) cu e și p constante în aceste condiția ni, не i Ivi non st ronzìi că furia du excitație exercitată prin intermediul corpului cxeitatoJ itliií asupra elefiimil iihii (ò'f) poate fi exprimată prin rela(ia aproximativă i’„ = ep« ( Я,+Л ) rin (p t) l· (ÍÍS Л» J Exeitatoarele clect rodinomi ce aînt utilízate la producerea forțelor de excitație periodică cu pulsații cuprinse intre Hz și Hz și cu amplitudini care nu depășesc valoarea dc JMI (X) Principalul dezavantaj al acestor excitatoarc il (xnistituic insa cursa limită — ccl mult de mm — a clementului mobil in raport cu corpul ex citato rullìi; fapt care; arc ca urmare limitarea, la valori relativ mici, a amplitudinilor vibrațiilor elementelor sistemului vibrant acționate de aceste excitatoarc § » Forme ule reualiilor diferențiale ale mișcă ri lor vibratorii ale sistemelor mecanice Diversele forme ale sistemelor dc ecuații diferențiale ale mișcărilor vibratorii în jurul pozițiilor dc echilibru static ale sistemelor mecanice vor fi obținute pleeîndu-se inițial de la sistemul de ecuații Lagrange de specia a doua corespunzătoare lor, ecuații care, in cazul alegerii parametrilor lagrangeieni astfel ineîl pentru, pozițiile de echilibru static ale sistemelor vibrante ci să aibă valoarea zero = ; qt = wt; *) = (w, w) î = K(w); (?* = = Q]; ; fc = I, , , r), vor avea formele — [ —;—Ì — -— = Qrk + “ Q^k, (fc = , , ,r)* ( ) di ț c Wfr / ΰ wt Scanned with CamScanner Dinamica yjbfatiiìor sistemelor de rigide Jtì:ì (Л cu următoarele semnificații pentru simbolurile folosite : — £ este energia cinetică a sistemului vibrant, avind, in condițiile precizate și pentru sistemele mecanice staționare, considerate obișnuit in aplicațiile tehnice, expresia = V Σ *■' w* * m/ii Untare liste tișor de înțeles însă că adoptarea ipotezelor simpli ficații uro do b lorii — adoptare care, evident, ușurează sensibil rezolvarea problemelor de dinamica vibrațiilor —, nu va putea fi făcută deeît după o prea labilă și temeinică verificare a posibilităților de acceptare a unor asemenea ipoteze în continuare, vor fi prezentate principalele forme ale ecuațiilor diferențiale ale mișcărilor vibratorii în jurul pozițiilor de echilibru static ale sistemelor vibrante, corespunzătoare celor două puñete de vedere distincte, menționate mai sus, care pot fi adoptate în abordarea problemelor de vibrații rfiferrnfiitîc, in coordonate generalizate, nlr vibrațiilor niștefuriar mecanice, efectuate în jurul pozițiilor lor de eeMttbni dalie · Ecuațiile diferențiale ale vibrațiilor ncliniare J)îu teoria ecuațiilor diferențiale ordinavo se cunoaște faptul că integrarea sistemelor de ссщЦіі diferențiale пеішйьге este, datorită marilor complexități mut ematite, “fără folosirea MKU · practic Scanned with CamScanner Piriti тіі'л rib гл fiilor sisOniclor cfr ripide ¡MW CamScanner іл U h imposibilă, piuă În prezent fiind elaborate luetode oficie i ito do studiti, ru un grad inai mie sau mai mare do aproximație, doar pentru anumite tipuri particulare do ecuații diferențiale noii шаге; din acest juotiv, studiul vibrațiilor nobiliare vor fi redus, iu lucrarea de față, doar la cel al sistemelor vibrante cu un singur grad do libertate Consideri ud deci un asemenea sistem vibrant cu un grad do libertate, execuțind o mișcare vibratorio în jurul poziției sale de echilibru static sub acțiunea unor solicitări conservative, disipați vo și de excitație, dar in condițiile unor amplitudini oarecare, care nu permit acceptarea aproximărilor ( ), ( )) și ( ), sistemul ( ) de ecuații Lagrange se va reduce numai la ecuația unică d ( Ы \ d/ t flw ) = , /) = , · ( ) ! Г rcprvzim Mini л»м«/і(і ilijrren(iídft уснетІЛ a Dibntfiilor iteliníare ín furiti jniz¡iiihu' í/д erbl/ibrn я/м/ж aiti súdfmetor t>ib/'tinfe ем мн grad dv h'brrtwh», în ЬіПіЦІе (|v ргѵхеіЦа нам аЬышЦа — íji inuil explicit — a variabilei ï ìli rnun ( la { І ), vibrațiile леИшаіт pot fi clasifícate ín : l Vllinifli iiNhihirii mmnhmome, corespunzătoare situației vinii Mi и pul f figli гічь/ ίί in mod ex plicit hi ecuația diferențială ( Д ), ον li Ivii (il IH I, tiv irgli hi F existen (a excitațiilor exterioare aplicate sistemului vibrant In razul аггніт* vibiiL(ii se ш еерій obișnuit aproximarea j/(w) = π = {¡mult , ( ) Oii lMi vimihier hi ѵкргѵніі HinqiliflríLtr prillili i'niie(ìti ώ) : fZ(w, HJ) - l- — ^(w, ώ) ( ü ) μ η șl priitni ïunr[lii /фі’, ί) : / și y>ü constanți; — solicitarea ile excitație este armonică, adică forța generalizată VcrV) ЬГС expresia = Q° cos {pi), ( ) eu ° Î‘ P constanți itruducιnd uotațiile A L v O° — = μΐ — = «; - = ; — = í", (ae is) л п л а va rezulta următoarea formă concretă pentru ecuația Duffing : ț ϊρ - μ w - (α ± β №) w — P° cos (pt) ( ) (în relațiile ( ) și ( Û), semnul superior din fața coeficienților a și β corespunde cuplajului elastic ne liniar tare, tar semnul inferior cuplajului elastic neliniur moale ) * Vibrații neliniare autonome, caracterizate prin faptul că timpul t nu figurează in mod explicit in ecuația ( ij ll), evideuțiin-du-se, prin aceasta, absența oricărei excitații exterioare in mișcarea sistemului vibrant și deci și explicația denumirii de „autonome” dată vibrațiilor efectuate in aceste coudițiuni Ecuația diferențială a vibrațiilor neliniare autonome aïe unui sistem vibrant staționar cu un grad de libertate va avea deci următoarea formă generală : «? - ; λ > , ( ) pentru care ecuația ( , ) ia forma «? + w — ε (μ — λ tó ) îl· = О I, ( Ț) cunoscută in literatura de specialitate sub numele de ecuația Jïayleigh β) Fiôrrt/í ite croite triare auloexciíate, corespunzăl oare condii iilor /i = ; Λ (w, ώ) = — (α — β wz) w, ( ) cu a > Ô ; β> ; w C ( ) unde к * este valoarea paiametrului lagrangeian ta care satisface relația α —β«ιζ = Ο, ( ) in această situație ecuația ( ) luind forma : w + IP — ΐ(α — β«? )ώ «Ol, ( ) Cam Se a ( ) ЕѵшЦіа НіІеіЧ’іЦіаІІ vare va modela initemitic aivsl ultim tip ile vihiații aeliaiarv autonome vu avril· deci tot fornii ( ) a renativi vati dei Poi dar cu ε solisfacind condițiil· ( ) IÏJ L IScuufüïc diferciiriìdv ale vibrațiilor liniare Consideri ud cazul general, al uimi sistem vibratil cu г grado de liberi al v vare executa misciìri vibratorii in jurul poziției sale de whìlihrn slabii, eu coordonai ele generalizate alese astfel incit să aibñ valorile zero pentru avvu ) — Funcția potențiala generalizată din care derivă forțele generalizate conservative depinde și do timp explicit, o asemenea situație puțind fi intilnită, de exemplu, la sistemele vibrante eu riffid itale variabilă în timpt la care legăturile elastice — cel puțin unele din ele — se comportă tot în limitele de valabilitate a legii lui Нооке, dar cu factorii de proporționali tate dintre solicitări și deformați ile corespunzătoare funcții cunoscute de timp, cel mai adesea periodice, în loe să fie constanți ; este ușor de verificat că și în asemenea situații expresia ( ) a funcției potențiale — și deci și expresiile ( ) ale forțelor conservative — iși păstrează valabilitatea, cu deosebirea că de astă dată mărimile nu vor mai fi constante, ci funcții cunoscute de timp Considerimi deci această din urmă sit uație, mai generală, forțele generalizate conservative dinamice ее vot acționa asupra unui sistem vibrant executind mișcări oscilatorii in jurul poziției sale do echilibru stabil vor avea expresiile wfI (Æ = , , г) ( ) i = J Se înțelege cã în acest mod, expresiile forțelor generalizate conservative corespunzătoare sistemelor vibrante cu rigiditate constantă vor reprezenta forme particulare ale expresiilor ( ), corespunzătoare condițiilor e«( cw — const, (£, i = , , r) ( ) — Funcția disipativă a lui Rayleigh, din care derivă forțele generalizate disipative, depinde, de asemenea, explicit și de timp, situație care ar putea fi intilnită in cazul unor sisteme vibrante Iu care factorii de proporționali taie dintre solicitările de amortizare si CamScanner Scanned with CamScanner Dinamicii vibrațiilor sistemelor de rigide - ®· “ -Jl· —' —: - - - i- — ■ parametrii cincimii ici relativi de ordinul iutii, corespunzători, ai rigidelor cuplate prin elemente elastice, nu sini constanți, ci funcții cunoscute de timp ; nu este greu de verificat că și în aceste condițiuni râmîn valabile expresiile ( ) ale foi telor generalizate dlsipative^ eu singura deosebire că mări mile ЬЛі vor fi acum funcțiuni cunoscute de timp, Considerind licei o asemenea situație mai generală, cînd se spune că sistet/itil a ¡bratti are amortizare variabilă în ti/tip, forțele* generalizate disipai ivo vor avea expresiile (w ■ w ; t) s Q^(w, i) = — ¿ ΜΟώι-í-l (fc = , , г) ( ) — Excitația, care este, în general, exterioară, dar care, în anumite situații, poate avea și o origine internă, ea la sistemele vibrante auioexcfàale care vor fi prezentate ulterior, poate acționa, cu o oarecare infilzi ere τ față de evoluția prit ici pal el or mărimi ce caracterizează mișcarea sistemului vibrant, aceste mărimi fiind, de regulă, deplasările generalizate; asemenea tipuri de sisteme vibrante liniare ch excitație întârziata pol fi întilnite, de ex empiii, la modelarea, mișcărilor vibratorii ale mașinilor unelte care prelucrează profile cu nerrgu larii ați care revin periodic in zonele de lucru Forțele generalizate corespunzătoare unor asemenea excitații vor avea deci expresii de forma Qt,k - țt - τ)), (fc = , , , r) , ( ) unde τ este durata întîrzierii ; cel mai adesea, aceste expresii capătă formele particulare ^(w {t - τ)) = bt w^t - τ), (fc = , , r) ( ) eu At constante în ipotezele de lucru adoptate mai sus, sistemul lagraugeian ( ) de ecuații diferențiale ale mișcării sistemului vibrant capătă forma simplificată ç (w>() + ρ t; + („ (( τ))) d t éWj- / ( ; = , , r), ( , ) Scanned with CamScanner Μ utfr ta ren mntenttiHeü o vibrațHter sistemelor (te іл и mui inni, lolosind relațiile ( ), ( ) și ( X) și trecind in membrul sting termenii datorați solici libili я· Conservative și disi' pativo, rezult Гі următoarea înmii fiiuJñ penîrn sixte mí ui de ecwdii di/treii/ialr (de üi /ra¿ittor liniare ale unui sistem vibrant hi jurul piritici sale de celi ili bru stabil : Σί"«^ + зд ( ’ί?λ«= »(λ PO // = ι ( ) și este cunoscută in literatura de specialitate sub numele de ecw/;« ЛІИ O formă particulară a acestei ecuații o constituie ecuația Mathieu, care corespunde situației eind din seria trigonometrică poute fi reținută numai armonica fundamentală, adică ( ) Ecuația Hill — și deci și ecuația Mathieu — modelează matematic, in particular, vibrațiile liniare în jurul poziției de echilibru stabil ale unui sistem vibraut cu un grad de libertate, neexcitat, cu amortizare neglijabilă (i> (f) = ) și cu caracteristica rigidității exprimată printr-o funcție periodică de timp, (*/(*) = c(/) — cil -+ ’)) · -g fiilor sisteкісіот de rigide CaniSc a sait meã înverzind ordinea de sumare Ja grupurile de termeni din membrul sting a) relațiilor pentru a senate in faeton comuni pe tr(, ir, și rre mat rezulta ( G ) întrucit matricea de inerție este simetrică, simetrică, adică vor fi valabile relațiile si inversa ei va fi ■ (іЛ — — i» -i - » o * ( ) De asemenea din teoria de terminant dor, Se cunosc condițiile У « Л Хч = ü ijeiitru i ( , } în baza ultimelor condiții, primul grup de termeni din membrul sting al relațiilor ( ) va căpăta următoarea semnificație Σ Σ- β i— » L*— * » »/■ ryiiizaid os ο,ϊυζιμίϋπιν и ud o,i«[dno ар eaauțuai pap [nzua u[ ( ’ ) ιέ (cos) х(б ‘ ) ІОШІ -up i VùAtuopisuo ) mici rè Jii bHii ap pauțtsiu vãmaui na ч;£аідк eț *р кмгЦшши unti '(Т '£б) и^аащипт «(Junas uip мцші упои о pniuuüj f¥ ¿qiuiugin no ι-ι i-ï (itrtjg) * )fv = u)v>if»S = ord**» S ațiilVKiu rè 'atiy iu SwupnAțui usui лол forma U ,, Ü (I О ■ I F I ó I) л„ ( íi,ll) > Hl‘ НрІІІІГ i'íí ^¡Ьгп/І tlt κψίΙι·ι M'h'lll^ia il·' «ΙιΗιΙ»' KcHitfiih' ih/órii/óiO' d/ι' ιί'Μι/hÍpí /інгііп mt h JitiHHt і'піеч /ІІІІКІІОИІГГ /ЧЧИСі/іІНІИІ tHi/H'iljHiHt'l'H ('|гг'іі і»Г, ΪΙ'ΓΗ’ΊϊΙ liil'IHII u ιήι itțiilor diferentInie ale vlІщЦШщ Utilare iu ІШ'ііІ ριι/ЦІі ι di* relilllliin stabil este lotositÀi do regulii t hi eu/ι il hUtriiieliii' \ il ini ni r rii iHiuui ι il I gradelor de Ш>ггІ»ь с rgid cu nnmili'lil elrini'iilelni'jr ні, ιηίιιπιί tizate (Η Ο) ți Iiooxoliati' (N ), ru ініИі'І ι· di* ІШ‘і'(Іп im lini formili diiiguuolü ΐ ih інѵМі* ruztnl, ееінЦІн nini rlerii III (-'ІІ ЗЛ ι» Ina forum Ій I Cu - , (’hl lhlj hir іпптЦІгеа ri ru invers» nini rieri di’ ilgldlluti* dot C I f n t ■ ί·|( Í ili ili t μι + Í ι I к ι fl /’ I ’ ’ * * ’ ГГ (uu Hirt) — unde C с si е iimtileiu udjinutü ιι ιι utt Ieri dr rigid Itole, or hui ri к rítmenle (Ofactorii r(* ui eh nimfelor ro dia n iilrlrm ile lìgìdlliilr (ii iUiictu C este slintlrlrjl) — t rniidner In егітЦп iiialrlrridii ìv I C IІі' fi , ( Hill ) Jidíeü M’l »’и t ■ ■ " í i ■ ■ ■ f'*r * № Ч» + к «U h ■ ■ , t, M и + ■ d η'Ί ΐί*υ I » * í+ ¿ “i* a« wf-= , (j = , , ¡ ( ) Importanța formelor ( ) și ( ), respectiv ( ) șt ( ), a ecuațiilor diferențiale ale vibrațiilor liniare în jurul poziției dc echilibru stabil ale unui sistem vibrant consta, îndeosebi, in ușurința cu care pot fi scrise aceste ecuații pentru o scrie de sisteme vibrante mai simple — dc regulă, pentru sistemele de tipul celui reprezentat iu fig — , ușurință care a și determinat pe unii autori să prezinte acest mod de stabilire a ecuațiilor diferențiale sv h denumirea dc metoda coeficienților de influență - C, Scanned with CamScanne cs CamScanner M vkù'Ai a iibruíiibr rinelor de ripidi? ХѴ«л£ніе Uirerc^iuir і« cwrdoKtite principale (normale) «ί₽ и'· Jx'Ai'íu/r ’í^i^re іч Jurul porijitu de echifiòru slabii Studiul, sub as-pecîul dinamic, al vibrațiilor liniare iu jurul poziției de echilibru stabil alo unui sistem vibrant poate fi in mod apreciabil ușurat și chiar ecmțdetat cu noi informații privind mișcarea vibratorie consi-derată, prin iul reducerea așa numitelor coorrfo»i«fí? principale (ног-«?м>\ reprezentate prinț j>uu alt număr de r mărimi independente între eie de regulă tării semnificații fizice concreto, permițind insă, de asemenea determinarea univocă a pozițiilor sistemului vibrant și definite prinț r-o transformare liniară a coordonatelor generai i-Jttte iniția]» ç? = ar*, (fc = , , r), Considernid o astfel de transformare liniară, cu coeficienții rL ai transformării constanți, se vor putea scrie relațiile = V v,j ζ ,; *v = Í = V (r = , , r)T ?-l - j- ( G ) care, prin im reducerea matricei pătrat ice de ordinul r “гЗ - * * ‘rr , ( ) ți a mairkvlor соіоадй tt T - * I r - ΐ “' ’ТІ ·»± ‘ ' w *ΪΓ Ь > ξ = iti ξ» · ·■ ςί ¡Γί Ç = ξιξΐ ( ) vor mai putea fi scrise sub forma W = Τξ; W = Τξ ; lì = Τξ ( ) Іпшміисегел ultimelor relații in ecuația matriceală ( ) va aduce асчм^ій ecuație la forma ιΤξ^ΒΤς + στξ^δ Scanned with CamScanner CamScanner CamScaiìiic Scanned with CamScanner Ч >ii ιιilΓΗΊι л rüiniflllnr хНі'ЮіФи til· rlBíJtf ți i* mtiirii'vi colüuuil %(') I I ■/” ί»ί*·ι r r Tjfcir = Л ЧЛ ^il = “» "Μ Tj* “ ^ А ’ Lj“l ó|-l ин - £ · ( « ) J- So ηι dmnonslm ulterior cil cei r“ coeficienți тЯІ(Л, λ· — = , , ,/■) ai tninsfonnãrii ( Д - ) vor jnitc!· fi astfel aleși incit matricolo ε și κ яй capete formele do matrice diagonale = ε = о С] О О «з ■ ■ ■ ■ о о Û о =г I) X = Xtl (I « О о ( Л ) Scanned with CamScanner Cam Se amici' Pi riamica ribrafiiior sistemelor rie ripide adică elemtmlele acestor iimtiicc sii satisfacă relațiile = ε* peni ni l¡ в к ·, Ε*ΐ T — О pentru Л l·; = ο pentru h Je z* pentiti Λ — l· ; ( ) ìn accasi а situație, ecuația matriceală ( ) va lua forma fa ξ + ηξ + κο ξ = χ ’ ( ) ei corespunzindu-i următorul sistem do ecuații concrete F « ξ» + J] ¡ J ξί + Xfc ξ · = Λ\ j —I ( ) Parametrii ξ* poartă, in condițiile ( ) pentru coeficienții transformării ( ), numele de coordonate principale (nomiate) ale sistemului vibrant, iar ecuațiile ( ) și ( ) au fost, numite ecuațiile diferențiale în coordonate principale (-normale) ale vibrațiilor liniare îit jurul poziției de echilibru stabil ale unui sistem vibrant cu ri giti ¡tu te și on» ortigare constante Coeficienții transformării ( ) , care satisfac condițiile ( - ), se numesc coeficienți de distribuție, iar matricea lor poartă, în această situație, numele de matrice de transformare în coordonate principale în absența excitațiilor, (S = ; X = O), ecuațiile ( ), hiind forma particulară ei - **( ) J= vor admite o soluție generală de forma ξ/ = ςΗ^ Ci, , Cîr), ( ) — undo Cp CÎn sini constante de integrare — , cu fiecare dintre mărimile ξ; dtderminmd cite un element caracteristic al mișcării vibratorii a sistemului vibrant dat, care intră, in baza relațiilor ( ), in componența tuturor vibrațiilor corespunzătuaro celor r grade de liberiate ale sistemului considerat : datorită fup- Scanned with CamScanne ИЯЛ Murfi'tiivn imi frinirli™ il pibmflitor жЫгтгЬу j ^}' — \JM” / Atj jl sau încă, ținind seama și do condițiile ( ), mai rczullă respect iv νΣζ*ξ*’ ( Л ( , ) just if i c indu-sa astfel afirmația făcută cu privire la absența, în noile forme patratice, a termenilor dreptunghiulari în variabilele ξ„ respectiv ξ, în funcție dc forma matricei ц, modurile proprii de vibmțic ale unui sistem vibrant- pot fi : x) Motiari proprii cuplate prin amoriizãri, corcspiimotoare situației cind matricea η are forma general·! ( ), nediagonali-aată și cind ecuațiile diferențiale in coordonate principale au formele ( ), respectiv ( ) pentru sistemele neexcitate β) Moduri proprii decuplate (necuplate prin amortizări), în cazul citid și matricea η devine o matrice diagonală, adică de forma rfll Ü r j»(Nn/r-(i HÎHEifii/ijr xíjcírmekir de rigide ГіЪиьггі іѵ ( ) Cam Scanno Scanned with CamScanner Sili Mütk'Itimi matematica a vibrațiilor sistemelor de rigide eìlr dinamice de amortizare iji intre caracteristicile inerțiale generalizate, adică satisfar о rea condițiilor = mf (A, J = , , , г) ( Uõ) cu consecința В = » í, ( ) care confirmă sat is ta ce rea condițiilor ( ) în baza primelor serii dintre condițiile ( ); — amurtiffiirea Nn-í/ornrô a rij/tditô/ϋ, rezultând din proprietățile fie viscoase, fie hi st pío tice, ale elementelor elastice de legăturii activă, cînd se acceptă ipoteza unei similitudini intre distribuția caracteristicilor dinamice generalizate de amortizare și de rigiditate, adică existența unor relații de forma — = л, (A, j , , r), ( ) Chi cu consecința В = » C, ( ) care atestă valabilitatea condițiilor ( ) in cazul satisfacerii celei de-a doua serii dintre condițiile ( ) Se va mai observa că modurile proprii de vibrație sînt totdeauna decuplate atunci cîud sistemele vibrante sînt cu amortizare neglijabilă (В = O ; η = O), în această din urmă situație ecuațiile diferențiale în coordonate principale ale vibrațiilor liniare Inimi formele particulare ε*ξ\ + — X*, (A = , r) , respectiv εοξ + ξ = X ( G ) ( ) în transcrierea matriceală, cu membrul drept luînd valoarea zero daeă sistemele vibrante sînt ncexcitate (S = ; X = ) în legătură cu matricea X, se face mențiunea că cel mai adesea excitațiile Bin^ armonice sincrone sinfazice, adică de forma sin (pt), ( ) CamScanner fit nam tea υ ib rafiilor sistemelor de rigide U " deci cu matricea S de forma Cam Si* amie S = Q — Q° sin(p¿) = |! Î ρ* ρ°|Γ ( ) în această situație, termenii Λ\ din membrul drept al ecuațiilor ( ) și ( ) au expresiile A* = Í Σ чл = (i ί-ι ( ) întru cit fiecare dintre rădăcinile AJ satisface condiția ( ), adică sint valabile egalitățile ^ ■ · ■ Clt ctl — Afalt elr — k](i — Afa, - A;fa ( ) = Ü, este evident că în fiecare din sistemele ( ), corespunzătoare iniei anumite valori a indicelui j, numai un număr de (r— ) ecuații vor fi independente între ele, ceea ce înseamnă că se dispune de r sisteme de ecuații algebrice liniare omogene, fiecare sistem fiind format din cîte (r — ) ecuații distincte și conținînd cite r necunoscute Scanned with CamScanner ЯД Modelarea matematici a vibrațiilor si^fg melar de ripide CamS ìli consecință, soluția generala ( ) а sistemului ( !)) de ecuații diferențiale liniare va trebui scrisă, in aceste condiții, sub forma wt « у Wfjsin (ty + oc,} ( ) /-î Datorită faptului că mărimile fcj= + y^, ( ) reprezintă pulsațiile componentului· armonice ale vibrațiilor «?(> ecuația ( ) a primit numele dc ecuația pulsajiiicr proprii uca-mortizat? a sistemului vibrant considerat Pentru ea soluția ( ) să aibă sens fizic, va trebui demonstrat inai iutii că pulsațiile sînt reale, ceea ce revine la a demonstra că rădăcinile À j alo ecuației pulsațiilor proprii neamortizate si ut reale și pozitive, Prcsnpunind că rădăcinile nu ar fi reale, ci complexe, atunci ele ar trebui să fie două cite două conjugate; in această situație, și rădăcinile IV'J, ale sistemelor dc ecuații ( ) ar trebui aă fie și ele complexe și conjugate două cite două, adică, dacă există seturile, de valori W?; = A\,+ ÎTW, ( , ) atunci vor trebui să existe și seturile IV?/ = A'o — ÎT(i ( ) Adtnițîud această din urmă situație și considcrlnd sistemul de ecuații É - Ч«и) П' = ( ) se va multiplica fiecare din aceste ecuații cu factorii H'î/, cores-ponzatovi numărului /; de ordine al ecuației și indicelui j al pulsației, A-p insumindu-se apoi, după indicele fc, ecuațiile astfel multiplicate; rezultă astfel,, pentru fiecare rădăcină k a ecuației pulsațiilor egalitatea J II ?f II' íj — bj M-l Scanned with CamScanner "J Dinamica vibra tiiior ristemeJor de rigide sau incã, duca se mai ține seama și de relațiile ( ) și ( ), se mai poate serie V {(Гм — ^’jgj f) (A’fjAjj-J- ïf/ïy)] + + > ¿ K'x “ *Ì«*J (J«r« - ^W» = °- ( ) ¡U- * - Pe de altă parte, in mișcarea sistemului vibrant, vitezele generalizate wf ar putea aricind să ia și valorile wP’ = H'Șjf ( ) ceea ce înseamnă că suma dublă de la numitorul fracției din membrul drept al relației ( ) ar putea reprezenta dublul energiei cinetice a sistemului vibrant ; cum această energie cinetică este pozitiv definită, rezultă si condiția ¿ «i(B pțT?j = V W pwlJ)'== £(J’> ( ) A ,-i — А рі\з Scanned with CamScanner Dinamica vi b rafii for sistemelor da Tigicie Introducimi valorile ( ) și ( ) in relația ( ), rezultă concluziile , yUJ H = JL >Ü ♦ ( ) ’ *Ț-I *, -î sau incit, intrudueind notațiile ¿ Tí*c«Tú = ( Л ) A,L Î r Σ “ eAJ = fc*I ~ cu Kirnetriile justificate dc un mările efectuate după indicii к și i — , не mai pot scrie egalitățile Pe de altă parti , prin іпѵѵгнагеи indicilor A și j, rezultă și relațiile Х/Л “ ^sjA, sau biră, ținînd seama și dc Kinietria coeficienților zjA și ε^, не mai polite serie хм = * ώ, ( β· > Scanned with CamScanner "Sii flîocMitreii mofcwiniicd л riînnfiilor jríjrtemidor rii* riflirO’ Belațiile ( ) și ( , ) coincid, evident, in condii iile de identitate a indicilor A și j (h j) ; in schimb, in cazurile h ■/■ j\ rădăcinile ecuației pulsațiilor proprii neanioH i zai r fiind; in general, distincte, adică fr* pentru Л Λ ( ) ecuațiile ( ) și ( ( , ) nu vor putea fi satisfăcute sinul lian dorit in condiț ile Jj TÎV“k(”(J = κΛ л = Ал, ( ) cure, ținind seama și de faptul că atit și βΛ, cit și B h și aM sînt constante de integrare, ceea ce înseamnă că vor putea fi făcute oricînd înlocuirile Bh = Г“Д și βΛ = αΛ, vor permite să se serie și egal ita (ile & = V ( ) Relațiile ( ) și ( ) dovedesc, in consecință, deplina identitate a transformările^' liniare ( ) și ( ) Din expunerea precedentă rezultă rrm in și modul concret de lucru pentru transformarea sistemului ( ) de ecuații diferențiale ale vibrațiilor liniare ale ținui sistem vibrant in sistemul de ecuații în coordonate principale, mod care va cuprinde următoarele etape de lucru : — /Stabilirea {ti rezolvarea ecuației pulsațiilor proprii fărâ amortizare ale sistemului vibrant considerat, adică a ecuației Cjl Ă-'ÎIji Cjr ■ Α·’ίίιΓ aP , ■ ц crr λ- arr j ( ) ■ care, dezvoltată, va mai putea fi scrisă sub forma Λ,(Λψ +A-IW‘+· · +A,ft“ +Λ = £ ,(k!)' = , ( ) - ы + + - *r- * * ■= I » ■ · ■ τΓΛΡ, (b, j = , , , r) ( ) în legătură cu ecuația ( ) a pulsațiilor proprii fără amortizare trebuie făcută observația că dacă pentru un sistem vibrant cu două grade de libertate rezolvarea unei asemenea ecuații, redusă în acest caz numai Ia ecuația bipătrată + Λ* ψ = , ( ) nu ridică probleme, in schimb, pentru sisteme cu un număr de grade de libertate superior lui doi, calculul rădăcinilor ecuației pulsațiilor Scanned with CamScanner Dinamica utЬгдfitÌor sistemelor de ripide i proprii fără amortizare (levine extrem de complicat, fiind realizabil doar prin metode aproximative Dacă toț i parametrii constructivi ai sistemului vibrant sînt nom inali zaț i, ceea ce înseamnă că sînt cunoscute valorile numerice concrete ale caracteristicilor inerțiale și ale constantelor elastice, atunci coeficienții OKi și au, și deci și coeficienții At ai ecuației ( ) — au și ei valuri numerice concrete și rezolvarea ecuației pulsațiilor proprii este mult ușurată prin posibilitatea de a utiliza fie metode grafice expeditive, fie tehnica modernă de calcul (MEC) JWe/odu grafică cea mai frecvent folosită constă în reprezentarea grafică a funcției У = W = ( ) t- rădăcinile k f = k]* căutate fiind reprezentate în acest caz prin abscisele punctelor de intersecție ale graficului cu axa absciselor în unele cazuri este mai avantajos să se despartă expresia F(fc ) intr-o sumă de două grupuri du termeni, adică se scrie F(fca) = -₽\(Ла) — -Fz(ic )· ( ) îu această nouă situație, rădăcinile ecuației ( ) fiind reprezentate prin abscisele punctelor du intersecție ale curbelor = Л(^) І = ^W )· ( ) Valorile aproximative k t' astfel găsite pentru pătratele pulsațiilor proprii fără amortizare pot fi corectate, prin considerarea unor noi valori, A; ", foarte apropiate de valorile ¿J', prin calcularea apoi a corecțiilor (fc^) cu ajutorul formulei fc J $(&') = - F(Jtî') i ( ) K { f Ffâ") - F(Af ) și prin adoptarea valorilor corectate fcj = kj' + ( ) Tehnica modernă de calcul, utilizînd mașinile electronice de calcul, oferă în prezent posibilitatea obținerii imediate a rădăcinilor unei ecuații du forma ( ), cu o precizie oricit de mare, depășind necesitățile practicii, folosind in acest scop programe adecvate Scanned with CamScanner til Modelarea maíemtilícd a i’ibrnf ¡iter risi erti eter tíe rigidi' ■j J— J— fl ζΛ (in limbajele FOBTRAN, programul ’ORAB, bazat pe metoda lui Bairstow, programul POR AN, bazat pe metoda Ini Newton șm ) în tehnica vibrațiilor se obișnuiește însă să se studieze și sisteme vibrante cu parametrii constructivi nenoniiiializnți, are>t mod de abordare a problemelor permitind deseori să se tragă concluzii mai generale privind funcționarea sistemului; se înțelege că in aceste cazuri coeficienții съ și ctl — și deci și coeficienții Af ai ecuației pulsațiilor proprii — vor conține si factori literali, ceea ce înseamnă cil nu se va mai putea apela la una din metodele ex podit ivo, menționate mai sus, pentru determinarea rădăcinilor ecuației, ci va trebui să se recurgă la metode aproximative analitice pentru calculul lor Af sfottete miidiVice pot fi împărțite la riudul lor, in două grupe : — Jfriode de itemi te (Metoda Rayleigh, metoda iterației matriceale, metoda Stodola ș a ), bazate, în principiu, pe adoptarea unei forme inițiale arbitrare pentru modurile proprii pentru care se urmărește să se determine pulsația proprie fără amortizare, ob-\ ținindu-se apoi, prin procedee de iterație, valorile acestor pulsații — i eel puțin ale unora dintre ele — , cu aproximația dorită Valabilitatea metodelor de iterație este pe deplin justificata de constatarea că procesele de iterație sint totdeauna convergente si că conduc la același rezultat, indiferent de forma inițială aleasă, aceasta din urmă infhiențind doar asupra numărului de iterații ce vor trebui efectuate pentru obținerea rezultatului — Metode (le tip „pas eu р«я” (Metoda Holzer, metoda Hyklc-stad și Probi ș a ), în care, în principiu, se pleacă de la valori inițiale arbitrare ale pulsațiilor proprii fără amortizare ale sistemului vibrant, cakulindu-se apoi abaterea sistemului de la starea de echilibru dinamic și de deformat ie corespunzătoare valorilor reale ale pulsațiilor proprii, abatere care se exprimă prin funcții de pătratul pulsației proprii; reprezentările grafice ale acestor abateri în funcție de pătratul pulsației proprii furnizează valorile aproximative ale pătratelor pulsațiilor proprii fără amortizare, aceste valon fiind reprezentate prin abscisele punctelor în care graficele ating axa absciselor (punctele în care abaterile devin zero) în încheierea prezentării diverselor forme ale ecuațiilor diferențiale, în coordonate generalizate, ale dinamicii vibrațiilor sistemelor Scanned with CamScanner /Я нал lito iii fira f ii iar nisf ^ні efor de riferir -tJI CaniSc mvranice, vor mai fi stabilite fornido concrete ale acestor ecuații pentru cele trei tipuri particulare de sisteme vibrante frecvent intilnite în aplicațiile tehnici , pentru caro au fost determinate și forinele concreti ale npitrieelor do inerție, dc rigiditate și de amortizare, corespunzătoare situației cînd execută vibrații liniare in junii pozițiilor lor dc echilibru stabil ІЛ и Ecuațiile difrrc/diale ale vibrațiilor Uit tare in jurul poziției de echilibru xfabtl ale unui яіліепі vibran/ соиліі/ніі din elrnìitt/e cnplfite elastic în scrie ni e r ecidi ud Ir anida ți i rectilinii i и / a ng id a cel e іягч i ax e Urinai ege ■ rea axei fixe Ox după direcția translațiilor reetili и ii ale elementelor, (fig I), și a coordonatelor general ízate în baza re-Jațiilor ( ) (ș* = ~ r? = rfí * = Il » ( ) cu matricole G, I) și determinate prin relațiile G — M"IB i i) = ; I! = M ‘F ( , ) in cazul sistemelor vibrante de tipul celui reprezentat in fig și prin relațiile G = ГШі D = «НК; Π = J-W ( ) in cazul sistemelor vibrante de lipul celui reprezentat in fig Datorită formei diagonale a matricei de inerție iu aceste cazuri, adică «n aiE ( ) {) ^'Nlt cu = Jfl( sau ai(=J(, (i = l, , и), după cum sistemul vibrant este de tipul celui reprezentat în fig , sau de tipul cehii reprezentat în fig , matricole G, JÏ și II se obțin direct din matricole В, C și S, prin împărțirea elementelor din fiecare linie ale acestor din urmă matrice la caracteristica inerțială cu același număr dc ordine ca și al liniei considerate într-adevăr, in acest caz slut valabile condițiile = >= íij/íja pentru k Ψ j; - ■ «J-i j-i«nij+i =- ‘ * + Vi + V„,( ( ) rft* r«\ * (A‘ = , Г), H'prezeUl-iud deeì un sistem de r ecuații de ordinul ini ii in pani’ metrii iagrangvieui ir* și in impulsurile generalizate Ptf F » ^ = ‘ = £ ίί*ίΗ'( ( ) ¿ Í»* £l tnñrimeii Jf* ■-= ¿ АД - ( ( ) ;-ι nsi fel cA înlocuirea lor in expresia funcției cantei crisi ic; a lui Hamilton și în ex presile forțelor generalixate va face ca aceste exprsii să capele formele Jf* = * *μρ, w(i₽, A, t), А, П = ^(ic, A*T /)> ( ) respectiv = V t) » “oîlȚ “Xtl ^(«i, «я* ( ) j· y J*¿ + Q tía? ■ i U f í), permite să se retranscrio sistemul ( ) de ecuații canonice sub forma concentrată de inai jos új — Z j(íílf Мд, , îtțj,, i) (j = , , , r) ( , ) Datorită faptului că mărimile «¿(ί) și wt(i), respectiv wÀ (f) și ;t(i), determină complet starea sistemului mecanic la momentul i — mărimile «MO) i hk((i) determinimi starea inițială a sistemului —, variabilele Uj au fost numite üütnnbíVeíe de stare ale sistemului vibrant considerat, iar ecuațiile diferențiale ale mișcării scrise sub forma ( ) au primit denumirea dc eeualitfe de stare ale sistemelor vibrante neautononie în cazul sistemelor vibrante autonome timpul nu va mai figuri în mod explicit în expresia ( ) a funcției caracteristice a lui Hamilton și in expresiile ( ) ale forțelor generalizate disi-pative, iar în cea de-a doua seric de ecuații canonice ( ) nu vor mat figura în membrul drept nici forțele do excitație, depinzind de timp; în consecință, în aceste cazuri nici funcțiile EZj din membrul drept Scanned with CamScanner іл U fJíngmiett LihrațiίίοΓ íijtemílor de ripide S aí ecuațiilor ( , ) nu vor mai conține, in mod explicit, timpul t, adică aceste ecuații vor avea formele particulare «j = ZJ/itp uît , nîr) ÍJ = , , , r) ( ) numite ecuațiile de stare pentru sistemele vibrante autonome Dacă sistemele vibrante sînt liniare și staționare (caracteristicile diuaimce generalizate conservative și disipative sînt constante), expresiile ( ) ale impulsurilor generalizate iau formele t Ai = Σ I ( ) cu coeficienții cvasi-inerțiali constanți, iar rezolvarea, in raport cu necunoscutele wt, a sistemului ( ) de ecuații algebrice liniare neomogene în vitezele generalizate va furniza expresiile acestor viteze generalizate ea funcții liniare de impulsurile generalizate : } — Σ aoAn ( ) J-l eu coeficienții constanți de asta dată De asemenea, in cazul sistemelor vibrante liniare staționare, energia cinetică și funcția potențială a sistemului vor avea expresiile ( ), respectiv ( ), adică f ♦ r ^ = Σ ; У = — J efiwttoh ( ) cu caracteristicile dinamice generalizate conservative cfJ constante, ceea ce va face ca expresia ( ) a funcției banditomene să capete forma concretă de mai jos * ' , ' = Σ AíW| “ T Σ a**w*w* + Σ ( ) i=l " Ц-] ij=l Scanned with CamScanner ïïlîU Modelarea mníemalicd a uìbrafiilor sistemelor de rigide я и ÍXj ■— -я í J l, A··· *)» Í“í-d) obținui o prii) integraren numericii, cu ajutorul jMI'Xj a sistemelor do ecuații di fumul iole ale vibrațiilor, n fiind iiiimürul d« vii lori hihvu-sivn calcúlaleț — #ιώ /orw wrM»r de ritn¡¡u»xr ndiríl а шин* grafico exprímbid variația amplitudinii sau я fazei inițiale я vibrației l'io in timp — cînd gruficele poartă numide de ярееітл fila rdupunanbii- , fie în funcție do frecvența excitației cînd graficele respoel ivo ни ншгіскс tZñrprrrmc íUW/j/fVn(/íufl — Jiwwii/A sull dóo/nm/c pice - /nwWw/d dacă sini construit e in platini real și dhit/rmue ptdtire tdr rfixputinului dacă sini construite in planul complex, in ultim i situație fiind posibilii a reprezenta simultan va-riitl-tiln amplitudinii și я fazei inițiale în funcția de frecvența excitației ; — snft forma traiectoriilor de fatti, adică a unor curbe determinate prin ecuații de forma w=J(îfl), ( ) curbe, caie permit, pe baza mei,odelor (apologie,с, să но studieze mișcările posibile ale sistemolor vibrante șt sil se puni în evidunț:! chiar și anumite pniprietilti ale acestui' mișcări, bini a putea furniza inși anumite rozul late numerice concrete, în continuare, тог fi prezentate diverse moduri de determinare a răspunsurilor sistemelor vitmiule supuse la excitații «lei cimili iste, mai iutii peulru sistemele vibrante liniare și apoi peut rn cele neliniare NltffîtH rãsjjiípwurilor sistemelor vibrante liniare întrncil pentru tipurile ile exeitalii deterministe întilnitu obișnuit in ajdicațiile tehnice sistemele do ecuații difurouțialr ale vibnî-Iiilor liniai o în jurul poziției de eehililn u stabil sînt totdeauna iut c-grabilv, esle firesc ca principiibi melodii do studiere n răspunsurilor sistemelor iucca ilice co execuții asemenea vibrații sil fie mctrula soi»;-fii‘i eraete n піпіеніиіні de reprezintă soluția generalità sistemului de ecuații diferențiale omogene ¿ («*A · bkiWf -f- до,) = ; ( ) I și ea determină mișcarea proprie a sistemului vibrant, iar wfZ (i — = I, , ,r) reprezintă o soluție particulară a sistemului ( ) de ecuații, a cărei formă este determinată de forma excitației și care determină mișcarea forțată a sistemului vibrant Căutiml soluții ale sistemului de ecuații ( ) sub forma м?ІЛ = Z^ ( ) cu co listai ii ele Z ; A·; > ( ) Scanned with CamScanner CamScamiei Modelarea materna tică ti vi b ra fii i or sistemelor de rigide varca sistemelor de ecuații obținute prin co ns ide пита шиши а cite unni număr de (r — ) ecuații din sistemele ( ) și ( - ) Considerimi ca necunoscute nede ter ruinate pe¿¡, # și ZJJ ?¿ , împărțind sistemul ( ) de ecuații la Z¡j și sistemul ( ) de ecuații la Æf, și introducimi notațiile ^-'=λπ>-^- = ' t-·■ ■·«') "li *o evident, cu M, = X" = , ( ) vor rezulta, luîiid ultimele (r — } ecuații din sistemele ( - ) și ( ), următoarele două sisteme de ecuații algebrice liniare neomogene în necunoscutele Xjj și X,) pentru fiecare valoare a indicelui j : ~ "b ^if) — (й(й! “ “ tf»]) ( ) - í sin ,) = Ã 'f e-ЯІ, V Au j eos a; ( ) expresiile ( ) ale constantelor și vor mai putea fi scrise sub formele z'„ = λ„ΐΓ?/ Φ"+ν ; ζ;; = ί λ,^ΐ,*-' »*·' ■ ( тло) Exis tind două serii de cite r valori pentru constantele Zt soluția generala a sistemului ( ) de ecuații diferențiale, adoptată inițial sub forma ( ), va trebui scrisă in realitate sub forma J-l J=l (t =l, , - ,?) Scanned with CamScanner - - Modelarea τη aJ em n Ней а ui brafitlnr si л tem elo r de rigide sau încă, (inimi seama de expresiile ( ) ale rădăcinilor ecuației pulsațiilor fără amortizare și de expresiile ( ) ale mărimilor complexe J țj și Zfjj mai rezulta У ii”Vxl,IKÎf[e*l***+**f+V + ( ) (í = , , r) Aplici ud, in fine, cunoscutele forni iile île transformare ale lui Euler (cE± = cos# Ч- i sin ;»), seva inai putea seric urmăloareft formă filială pentru soluția generală a sistemului ( ) de ecuații diferențiale, care determină mișcarea proprie a sistemului vibrant : wrp — Σ e ’ co® (^*¿ " Ψο х θι) r-ï ( ) cu llr°j și Oj, (j = , , r), constante de integrare, care vor putea fi determinale ulterior, prin impunerea condițiilor inițiale ( ) in soluția generală ( ) și în sistemul ile relații obținute prin derivarea in raport cu Iimpui a soluției generale ( ) Forma ( ) a soluției generale a sistemului de ecuații diferențiale ( ) permite să se tragă concluzia că mișcarea proprie cu amortizare a uimi sistem vibrant, corespunzătoare fiecărui grad de libertate, rezultă din suprapunerea unni număr, egal cu numărul gradelor de libertate ale sistemului, de mișcări eoni poneii le vibratorii cvasi-armonice cu modulație exponențial descrescătoare in amplitudine, nesincronc și defazate intre ele Do asemenea, forma ( ) a soluției generale mai scoale in evidență faptul că după trecerea unui interval anumit de timp, a cărui durată va depinde de valorile coeficienților de amortizare jjj, factorii de amortizare vor face amplitudinile mișcărilor componente — și deci și ale vibrațiilor îc(ji — să tindă spre zero, evidențiind astfel aiHorlizarea mișcării proprii a sistemului vibrant După cum s-a precizat cu prilejul discuției rădăcinilor ecuației caracteristice, soluția generală ( , ) va putea, fi particularizată, și la cazul sistemelor vibrante cu amortizare neglijabilă, prin considerarea, pe de o parte, a condițiilor ( ), care reduc factorii de amortizare la valori egale cu unitatea și, pe de altă parte, prin constatarea că in condițiile neglijării amortizării (μ, = ; /,* = fc,; г) = г,' — — Aj; } — , , , r), sistemele de ecuații ( ) și Scanned with CamScanner Dinamica vibrațiilor sistemelor de rigide CamScanner Й ( J\yor coincide (X¡j = λ,;), en necunoscutele Xj reale ilo astă dată și coincizind chiar cu coeficienții de distribuție din matricea dc transformare în coordonate principale (fffJ=O; τ* = t(J); in consecință, asociind la condițiile ( ) și condițiile ψη — θ> λο = τπι (*tj — , f , r), ( ) rezultă din relațiile ( ) și ( ) în baza constatărilor precedente, soluția generală ( ) va lua următoarea formă particulară ( , ) wfP — J} cosțA’ji -J- Oj), J = sau încă, înlocuind constantele cu alte constante αΛ definite prin relațiile , = ( ) se mai poate scrie soluția generală a ecuațiilor diferențiale ale mișcării proprii neamortizate sub următoarea formă finală : wo> = Σ T(jlî'*j sin J j=i identică, după cum se vede cu forma ( ), (cu τ'„ = TfJ), găsită cu prilejul prezentării ecuațiilor diferențiale in coordonate principale Form l· ( ) a soluției generale a ecuațiilor diferențiale alo mișcării proprii neamortiz?>tc arată că această mișcare rezultă, pentru fiecare grad de libertate al sistemului vibrant, din suprapunerea celor r moduri proprii de vibrație neamortizate Trecând la determinarea soluției particulare wi/t a sistemului complet ( ) de ecuații diferențiale ale mișcării, care va determina mișcarea forțată a sistemului vibrant, se face precizarea că, in funcție do forma excitației deterministe, vor trebui luate în considerație următoarele situații distincte : a) Mișcarea forțată efectuată sub acțiunea unei excitații neperiodice Dacă funcțiile ) — Ь, чіп (A* + ψ,,)] ( ) ί - Not-ind cuwg soluția ( ) cu mărimile A, și J?f considerate constante, este evident că ea va satisface sistemul de ecuații ( ), adică vor rezulta condițiile ¿ KiW§ + ¿„íèg + W₽gJ = - ( ) f-l Pe dc altă parte, uotind cu wg — wg soluția generală ( ) cu mărimile A, și considerato funcțiuni de timp, este ușor de observat că intre derivatele de ordinul iutii și doi in raport eu timpul ale acestor doua forme dc soluții generale pot fi scrise relațiile wg = wg + ¿ WÀcos (A*t + ψ } - Даіп( #+фЛ, ( ) Scanned with CamScanner Di п дпі iui и ib rațiilor sistemelor de rigide un Λ* respectiv »!ÿ »í? - Σ ^·μ'' J = сое (k*l - ψ„) — Іі} siri (/ 'Jí - ψ,,)] — - ¿ fcjf-'ί'λ,,μ, sin (k*l + ψ„) + В, eos (Í - ψ„)] ( )· J= Prima dintre condițiile metodei lui Lagrange, exprimată prin egalitățile Ч = conduce la o primă serie de r ecuații algebrice liniare in necunoscutele și l ij : ¿ [ , (*· + СнО - ì- « ! я‘ v Σ «*(*? tlw„ + w,) - ¿ ρ;> sm (xPi) ( es) ί-Ι λ- Introducimi in acest sistem expresiile ( ), precum și cele obținute din ele prin derivarea succesivă în raport cu impui, adică i W = Σ λρ[ J/asiû (tyO - ^TuCos (λρί)] λ-l = - Σ ( W(J/a eos (λρί) - Λ\λΒΐη (λ? ]> λ-=ι rezultă, după scoaterea în factori comuni a funcțiilor trigonometrice, următorul sistem de identități : Σ I Σ itoi “ λ*? ι) - * Мл) - cos (λρί) - λ=ι Ь-í d- Σ Ε Aîtoi-^Α “ (®н — ίλ] sin (λρΟ ' = Σ topi), iol J λ- și deci, după identificarea coeficienților funcțiilor trigonometrice din cei doi membri, următoarele sisteme de ecuații algebrice liniare neomogene in necunoscutele și : ¿ ítot - W *a - XpbjA] = O ; t - Σ [— ” toi лго ] — ι' = ( ) adica, cite un sistem de r ecuații, cu cite r necunoscute pentru fiecare valoare a indicelui Z în condițiile cînd determinanții coeficienților din fiecare din aceste sisteme sînt diferiți de zero — aceasta fiind situația intilnită de regulă in aplicațiile tehnice concrete —, sistemele vor admite soluții determinate dc forma· Scanned with CamScanner ïlllü Modelarea inoțemoțicâ a riferapibr si qtrmgfor de rìgide CamScannc '^A — ^ii t {'ii î Ρλΐ Qui) i - Artt(« * = λρ, (λ = , ,ί), ( ) represse» Li nd pulsațiile a г mon inilor de ordinul λ iile excilației Pentru im sistem vibrant dat íil(, eti, Í, A- = , , r daț i), constantele Лл și A’IX vor fi funcțiuni numai dc amplitudinile și de pulsațiile excitațiilor, adică de forma > ίλρχ, vor reprezenta curbele de răspuns ampli-tudine-pulsație, respectiv, curbele de răspuns fază -pulsație, care pot furniza indicații prețioase privind variația mărimilor *ί/,λ si β,λ la modificarea pulsației fundamentale a excitației iți, îndeosebi, apariția unor valori maxime ale amplitudinilor j/ b pentru anumite valori critice p„r ale pulsației armonicii de ordinul w, fenomen cunoscut in tehnica vibrațiilor sub numele dc rezonanță de ordinul n ; datorită faptului că in aceste reprezentări pe axa absciselor pot fi luate in locul pulsațiilor ρλ, frecvențele corespunzătoare Ё Graficele menționate mai sus se mai numesc curte de răspuns amplitud ine-frecvență, respectiv curte de răspuns fază-freevență, Ținind seama de forma ( ) a ecuațiilor mișcării proprii și de forma ( ) a ecuațiilor mișcării forțate a sistemului vibrant, se poate scrie acum și soluția generală a ecuațiilor diferențiale ale mișcării vibratorii rezultante a sistemului vibrant excitat periodic, aceasta avind forma ¿ cos (Vf + + ;) + J-l £ (Xpt - prJ λ-ι pentru mișcarea in regim tranzitoriu și forma •w( = £ A(jL iu (λρί + β λ) λ-ι ( ) ( ) pentru mișcarea in regim permanent (e Ujt -> ; j = , , în cazul sistemelor vibrante eu amortizare neglijabilă, = = o ; i = , , r), sistemele ( ) de ecuații algebrice liniare în necunoscutele și iau formele particulare ¿ Κι — í»Kí) -Μ к = ; = І Scanned with CamScanner -R Modelarea nigÍpwiütíeã a vibrațiilor sistemelor de rigide Ij Σ (Cu— PKî) iVA = «n· ’ϋι·ι i ΡΪαι-ί-ι* » -Cp — «η “ PìPri-■ í-l - — P^c i- · •■Crr— p?flrr i care, dezvoltați, niai pot í¡ acriși sub forma ( ) = ¿ l=iy=l ( ) iar soluția generală ( ) va lua și ea forma particulară Í «,, = ¿ T,( F?; cos (ty + »,) + Σ Σ «*» (W ( - ) J · λ*- ji= corespunzătoare acestei situații; se remarcă caracterul permanent, în acest caz, al mișcării rezultante, fără etapă de regim transitorio din care motiv a mai și fost numită ягіртаге fntreíñndd Dacă una dintre pulsațiile ρλ ale excitației, de exemplu pulsația Ря = ир, coincide cu una dintre pulsațiile proprii fără amortizare ale sistemului vibrant, atunci determinantul Δ(#) devine egal cu zero și amplitudinile iVÎn capătă valori infinite; se spune, in aceste cazuri, că s-a produs fenomenul de rezonanță de ordinul » Unul din cazurile care interesează în cea mai mare măsură tehnica vibrațiilor — îndeosebi, tehnica măsurării vibrațiilor — este acela al excitației armonice sincrone smfazice, adică cu forțele generalizate de forma și pe cea de-a doua cu matricea (—pB) și îmminind apoi ecuațiile astfel multiplicate, rezultă egabtatea [(C - p !) + p B ] M = —pBQ ( ) De asemenea, multi plicind la stinga prima dintre ecuațiile ( ) cu matricea pB și pe cea de-a doua cu matricea (C — p I) și insumînd din nou ecuațiile multiplicate, rezultă și egalitatea [(C - p )* + p=Ba] N = (C - p®I) Q ( ) Dacă pulsația p a excitației este diferită de oricare dintre pulsațiile proprii fără amortizare ale sistemului vibrant, țp * k}-f j = , , , r), atunci matricea s = (C - p l)a + paBa ( JOI ) este' nesi η guiara chiar in condițiile neglijării amortizării, adică det s # θ ( ) și admite, pentru orice valoare a lui p îî kJt (j = , , ,r), o matrice inversă s" Scanned with CamScanner Modelarla matfmnticà a vibrofiiior sistemeíor dp rif/idí CamSca în consecință, prin imnulțirea, la stinga, a relațiilor ( ) și ( ЛОО) cu matricea s’ , se obțin următoarele expresii ale matri-■celor M și N : M = ?s-iuq; ( ) X = s-i(C - p I) Q, in baza cărorah soluția particulară ( ) va lua forma determinată : wz = — ps cos (pi) + s (C — p ) Q sÎn(pt) ( ) Notând cu elementele matricei s , ele reprezentînd compie’ menții algebrici normați ni elementelor din matricea simetrică s, ad ică * sv »m =TT" det s unde ShJ sînt compì eme ii ții algebrici obișnui ți ai acelorași clemente, ecuația matriceală ( ) va mai putea fi ret i ei usc ri să sub următoarea formă dezvoltată ÏÜ / Σ »í bt, «l M-l Σ Μ-Ί V = -p + - cos țpf) + V T г Wb Σ *f* Σ «Й(е« - Ι^,Μ J r/l J|*-I ІЛ-І il sin (pi), ( ) earc permite să se scrie următoarele expresii concrete pentru vibrațiile forțate wtJ : Wí/ = i í p Σ ] l ¿*- / eos (jrt) - ) sin (pt)l í ( ) Scanned with CamScanner Ріпаптм lifrmmiqr sislerttrltir de rigide •J I ιΐϊ i odnrmd uni apile un Λ* ¿ *Й Í*M tf - ;> Ц=! -= g ; V -p-«jó tf V [ ¿ *?л*>-р*М tf í=i = *-lL^> = Σ L\ tf - COS ; COS í *-l ( ) (ï = , „МН ecuațiile ( tìì mai poi fi scrise sub formele μ·ιζ= *ш ipí - ?íi = f ¿ tf f и V- i sin l/И * β() * ( IOS) identice deci cu cele date de relațiile ( ), respectiv ( SO) pentru valoarea λ = O problema importantă care poate fi rezolvată prin metoda matricolar reale in cazul sistemelor vibrante liniare supuse la excitații armonice sincrono smfazice este aceea de a se stabili condițiile pe care trebuie să le satisfacă matricea amplitudinilor excitației pentru a se realiza un mat de dfetoreituic, adică o mișcare forțată in care vibrațiile corespunzătoare tuturor celor r grade de libertate ale sis* ternului vibrant să fie în faza, fiind satisfăcute deci condițiile & = ( ) După cum se poate vedea din primii serie dintre relațiile ( , ), fazele inițiale β, depind, pentru un sistem vibrant, dat ¡nítt ò;t сл și deci dati ; j = , , , г), numai de amplitudinile tf ale excitației armonice sincrone sinfazice, ceea ce îndeamnă că există posibilitatea alegerii convenabile a acestor amplitudini astfel incit să fie satisfăcute condițiile ( ) Considerimi deci din nou ecuația matriceală ( ), a cărei soluție particulară se știe deja că este tle forma ( Õ ), se va putea pleca, pentru determinarea ei și direct de la această ultimă formă, uimiml sil se determine constantele ί’ β = А да) = ( ) y ψ filltm β«*>I V ( , ) șl vor permito dvivriniiuiivu matrievlm' V|A> ip deci exprimarea apoi a mntrìveluv Ih fum’țic de mal riccio Ѵ|ЛІ сііпомсиі е rçi I (С - рЧ) гон β«Α> - jjB ніп β J V‘« ( ) яии inoil, ohsoivimt vil din velluda ( ) vor rezulta egalitățile (C - j>«l)VW ніп β'*’ - -plJV еда β,Λ\ ( ) mai гѵхиІІЙ pimi i u imttrieelv У(А) formele ( G) eu elementele lor uvitul expresiile coiierete — Π* ! cos ρ'ΛΪ j—i j ’τΛδΡΣ ‘"•'d [sui pw j i J ( ) J{*} fiind, \P -^%lUQtf I fC"ï - г/р V'M Min (pi I fi *·) » (*J l’JH) vu vleiiivHlele und rivet h}" iivhul r\prrrdUi* trp -^psinQtí I ți' ') ~ л/p i'pHlnțpr I |i,M) J» ( ’ )) Wulidudn ï*v wxlCvl íHiff/іі/ lit dishtminir rfp urt/i/iwi A Se vu Ul'illlh lu VOUlimiUVe, pV hll WI unui' рГОрІ'ІѴІ íi ț I tiv oiìiigo-uivUtiviv ο luulrivvlnv Q"’ tunfimgr relui'tiiltlnllr In ininliirllv proprii ile vibrații, vil uuilrievn uiuplliutlltiiltir urieilrvi ѵхѵіЬЦіІ urmoiiivv ¡duerme а iu ti valve poule Ci il ’ чѵііііі punti Intr-ii numii к рпнііінеіог unir irivvUœ !)'*' prin bel ori uvulari pÀ nule НѵІетіІніЦІ, inllrñ нѵ poule ' "ГІѴ V-*ypfcQtMt ( , ) *-ι l'vntiu u( '!^tu ле vu piceo ilr lu ѴѵІіЦІПс ( ΐ Γή, cure, priti ІПППіЦІіѴ lu Nlihglt VU I rtHUiptlHN inutrtvvi V,W| l’Uft'NpUJIZiül Ig fi’M рѴ - ρ iivw’f- ( ) Scanned with CamScanner ΠΪ Мшкігнѵп Hiflít-nífHR'd u uibrujítíor itotgrietor di rigide Ë Olwrvind iwnni cfif datorită sini idrici matricdor С, ți B, silit, vubibili* relnțiilo |V,WÎ'( = V"r(C - p )V« și ^V^iTBVOif « |ВѴ*"Г Lv'MÏJr - yu>’· JJT y T(C - //“I)V T BVWJ ( ) ți compararea ei eu геІіЦіа ( ) conduce Ja concluzia [Ѵ(»Т(С - p«I)V = [V^C - ргІ)Ѵ‘*\| tg кап incit [Vd)T(C - ^l)ViW] (tg - tg βίΛ) = О ( > cu consecința Vi«r(C — jísI)V*> = O, ( ) ca urinare a faptului că rădăciniic β’* și βυ) sînt distincte Scoțind din relația ( ) expresia matriceală (C - p )V Q *’ ( J Í) JTj*J și introdueînd-o in relația ( C), aceasta din urmă va lua forma q« = σ/*), cunducind la condițiile ν^β[*’ = , ( ) (j / Aj jf Λ s= , r , r), care vor reprezenta relațiile (le ortoyonalilate a mairicelar Q l> Scanned with CamScanner Dinamica uibrafiiìor sistemelor de ripide ЭЛ Ptlitiu a se demonstra, in continuare, posibilitatea descompunerii ( ), va fi suficient să вс arate eă factorii p^ siut unic determinați Pentiti aciasta, se va înmulți relația ( ЛЗО) Ja stinga cu tianspusa matricei Vij), resultimi asi ful egalitatea V^Q= ¿ рду^ Ою * = sau încă, ținînd Brama și de condițiile ( ), nai rezultă relațiile Vffl ,Q = Pj VdlT (Ул, ( ) care vor furniza valorile factorului p, : V‘«r Р/ = y(/)T» (J » , ,r) ( , ) Seu mai demon stia, in continuare, că in condițiile descompunerii ( ) a matricei amplitudinilor excitației și in condițiile ( ) pentru pulsația excitației, mișcarea vibratorie forțată a unui sistem vibrant liniar rezultă din suprapunerea celor r moduri de distorsiune posibile (A = , , r) într-adevăr, în condițiile precizate ecuația diferențială matriceală ( ) a mișcării vibratorii forțate a sistemului vibrant va lua forma Iii + Bw + Civ = í J p* QfM sin (pi), ( ) \л=( / iar soluția wz particulară a ci va trebui să satisfacă condiția IW/ + BÙ - Cw, = f ¿ pfr sin (pi)· ( ) \Л- / Pe de altă parte, în cazul cind matricea amplitudinilor excitației s-ат reduce numai Ja unul din tcimtnii sumei din membrul drept al relației ( ), adică ar fi de foi ma Q = »’ și deci ecuația diferențială matriceală a mișcării forțate ar avea, în această situație, forma liv - Bw + Cw = Q(i) sin (pi), ü ІЛ U Scanned with CamScanner Modelarea matematică a vibraților sistemelor de ripidi CamScanner soluția, ei ar fi de forma ( ) și ar verifica ecuația procedíшій, adică ar fi satisfăcută condiția îiv | Biîyi Ц- Cwj*> = Q W· А~ / ( ) Compararea relațiilor ( ) și ( ) conduce la concluzia că soluția particulară a ecuației ( ) are, în această situație, forma w/ = Σ P*wrA>= Σ P>^iWsin( 'ȘI*’)= Σ Рй-^Ѵ^вш^+р ·’) > Ы А-l ί-ϊ ( ) cu următoarele expresii ale elementelor matricei iv, : W- ¿ P» = ), va lua forma particulară Q(I = BV% ( ) iar ecuația matriciala ( ), care va permite determinarea ma- ricci V J, va lua și ta forma simplificată (С — А)І)ѴШ = , ( ) căreia ii corespunde unnătoiul sistem de ecuații algebrice liniare în necunoscutele : • I л h , t (¡Ом - Ч «н) И ’ = , ( ) і- Scanned with CamScanner йЯі« Moddfirvti Miiih'MìiItlrfl satisfăcînd condițiile ( ) și cu factorii рл dați dc relațiile ( ), mișcarea forțată a sistemului vibrant rezultă din suprapunerea tuturor celor r moduri dc distorsiune ale sistemului vibrant ; — în condițiile coincidenței pulsației excitației armonice sincrone sinfazice cu una dintre pulsațiile proprii fără amortizare ale sistemului vibrant, cu matricea amplitudinilor satisfăcînd una din relațiile ( ) corespunzătoare rădăcinilor β':Λ) diferite de valoarea — (rad), mișcarea forțată a sistemului vibrant corespunde, de ase- menea, unui mod de distorsiune și anume aceluia pentru care a fost considerată rădăcina β = arctg - ^ik Qk COS A» ( ) Odată determinate mărimile și β;, se va putea reveni la forma ( ) a soluției ζζ, care, scrisă încă sub forma echivalentă ζ„ = e‘^+ ? = ¿/¿[cos (pt - β/) + i sin (pt + β,)], ( ) va permite, în baza relației ( ), să se determine și ecuațiile finite ale vibrațiilor forțate ale sistemului vibrant, acestea avînd formele wtf — Im ζίΖ = rf) sin (pt + β,), ( ) identice, după cum se vede, cu ecuațiile ( ) sau ( ), dar cu amplitudinile și fazele inițiale calculate cu ajutorul unor formule diferite de cele stabilite în cadrul celorlalte metode de determinare a mișcării forțate a sistemului vibrant considerat Integrarea sistemului de ecuații diferențiale în coordonate principale ale vibrațiilor liniare ale unui sistem mecanic, efectuate în jurul poziției de echilibru stabil ч h * în cazul utilizării ecuațiilor diferențiale ale vibrațiilor liniar* în jurul poziției de echilibru stabil în coordonate principale — utilizare care implică rezolvarea, în prealabil, a ecuației ( ) a pulsațiilor proprii fără amortizare și a sistemului (( ) de ecuații algebrice liniare neomogeno în cei (r— ) coeficienți de distribuție care intră în componența matricei do transformare în coordonate Dinamica vibrațiilor sișicmelor de rigide Scanned with CamScanner principiile corespunzătoare sistemului vibrant considerat —, vor trebui luate în considerarlo următoarele doua situații distincte : a) Caftul mod urilor proprii de vibrație neouplate prin amorti-zàri, în această situație, corespunzătoare fie condițiilor / = fii pentru к = i· η« (^j i ~ -L> , , r), ( i l i) respectiv condiției matriceale η θ, ( ) cind amortizarea sistemului vibrant luat în considerație poate fi neglijată, cele r ecuații diferențiale ale vibrațiilor liniare în jurul pozițiilor de echilibru stabil, scrise în coordonate principale, nu formează un sistem, ci sînt ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți neomogene, independente între ele Considerînd cazul mai general, al matricei de amortizare η o diferită de matricea zero — el înglobînd, în ultimă instanță, și cazul particular al amortizării neglijabile —, modul propriu de ordinul î de mișcare va fi descris prin ecuația diferențială «Λ+η/ξ (í) și se vor putea serie și ecuațiile mișcărilor vibratorii — proprii și forțate ale — sistemului vibrant, aceste ecuații avînd, în baza relațiilor ( ), formele respectiv ( ) și deci și ecuațiile mișcării vibratorii rezultante se va determina constanta impunîndu-sc condiția ca această soluție să verifice ecuația ( ), rezultând astfel, după simplificarea lui Ct й’ *, cunoscuta ecuație caracteristică a ecuației diferențiale ( ) : ( ) cu rădăcinile ( ) Mărimea ( ) va reprezenta, în baza relațiilor ( ) și ( ), pulsația proprie fără amortizare de ordinul i a sistemului vibrant, iar valoarea lui Scanned with CamScanner DțWHfticg vibrațiilor sistemelor de rigide S Scanned with CamScanner η( care anulează discriminantul rădăcinilor, notată cu simbolul η adica ■*)ier — У κ, ε„ osto numită coeficient de amortizare critică Introducînd notațiile ( } = C> , ч Reprezentarea grafică, in baza ecuației ( ), a variației lui in funcție de timp, conduco la o curbă do forma unoi sinusoide deformată după axa ordonatelor prin amplificare cu factorul a™ ' (curba (TJ în fig ) І ІД, Se poate trage deci concluzia că in condițiile amortizării sub-critice, modul propriu dc mișcare de ordinul t este o vibrație cva-siaimonică cu modulație exponențial descrescătoare în amplitudine, de psoudoporiondă ( ) cu decremontul logaritmic (a se vedea relațiile ( ) și ( ) avi ud valoarea ( — Pi A(— ψγ~~ ζΓ* ζ · «Internelor de rigide Scanned with CamScannei Din teorìa ecuațiilor di fonili (iule но că» soluția 'generală a ecuației ditoronținlo ( ) aro in acest caz forma ( ) valoarea maximă a ordonatei depinzând de valorile constantelor de integrare și do valoarea lui μ( Este evident că în condițiile amortizării critice, modul propriu de mișcare de ordinul i nu este o vibrație γ) Cazul amortizării supracritice, corespunzător condiție i Ç > , ( ) I a * - * ► ' t în baza căreia rădăcinile ( ) ale ecuației caracteristice ( ) vor căpăta valori reale și distincte Ob servînd că, în baza relațiilor de definiție a funcțiilor hiper* boliee, pot fi făcute, în soluția generală ( ), înlocuirile /ζΐ" ' ch (/£ IQ Modelarea matematica a uibrafiiior sistemelor de rigide se va mai putea serie soluția ( ), care determină modul propriu de mișcare de ordinul i al sistemului mecanic, sub forma ξίρ = e"u‘‘ [Λ eh țfc, /ζ* - i) + Bt sh (fc( f ζ) - l í)] ’ ) J , și B, fiind constante de integrare care vor putea fi determinate abia după stabilirea soluției generale ( Л ), corespunzătoare ecuației diferențiale complete Reprezentarea grafică a variației Iui ξίρ în funcție de timp, conduce la o curbă ce intersectează axa ordonatelor la distanța Λ de origine și tinde asimptotic către axa absciselor, ea puțind avea, in funcție de mărimile constantelor Af, μ( și fc(, fie forma curbei (FJ, fie cea a curbei (Γ ) din fig Belația ( G) permite să se tragă concluzia că și în condițiile amortizării supracritico modul propriu de mișcare de ordinul * nu este o vibrație So face mențiunea că îutrucît pentru tehnica vibrațiilor prezintă un interes deosebit doar cazul amortizării sub critice, cînd modul propriu de mișcare este efectiv o vibrație, în limbajul obișnuit al teoriei vibrațiilor liniare modul propriu de mișcare a mai fost numit mod propriu de vibrație, Trecîiid la determinarea soluției particulare a ecuației diferențiale complete ( ), descriind mișcarea forțată corespunzătoare modului propriu de vibrație de ordinul т a sistemului vibrant considerat, se va ține și aici seama de forma excitației A\(f), deosebim du-se următoarele situații distincte : a) Alișciirea forțată efectuată sub acțiunea unei excitații neper iodi cp, Discutînd despre mișcarea forțată efectuată sub acțiunea unei excitații ïieperiodice, se va observa mai iutii că funcțiile de timp Af = Σ (i) = ( ( ) (i = , , ,r) vor putea fi neperiodîce nu numai in cazurile cînd forțele generalizate (Çfxt(í) vor fi funcțiuni neperiodice de timp, ci -așa cum s-a Scanned with CamScanner Рііідтпісл oí braț Iilor sisteme far d e r faide arătat do altfel și iu cinematica vibrațiilor — și în cazurile cînd ele ar fi funcțiuni periodico do timp— în particular, chiar armonice —, dar cu pu Isa ții Io fundamentale incomensurabile, Pentru determinarea soluției particularo ξ(/ a ecuației diferențiale ( ) in condițiile excitațiilor Xf( jieporiodicc, sînt folosite curent următoarele două metode generale : — Metoda Lagrange, în ipoteza — adoptată și la studiul mișcării forțate în parametrii lagratigeioni obîșnuiți — că funcțiile sînt integrabile și luind în considerație, in cele ce urmează, numai cazul amortizării subcrítice, se va pleca dc la forma ( ) a soluției generale a ecuației diferențiale omogene ce descrie modul propriu de vibrație do ordinul ΐ al sistemului vibrant, consideri ndu-se această soluție și ca ecuație ce determină mișcarea forțată corespunzătoare modului propriu de vibrație de ordinul i, dar eu mărimile A, și considerate funcții dc timp ; această soluție, scrisă acum sub forma ξ(/ == e-* sin e( л І( iar prin integrarea lor, rezultă și funcțiile J ¿í) și B((() : A((t) = ? БІП riflûfrr ЗГЗ Cam Scai Introducerea valurilor constante А* și Я] în ecuația ( ) permito tel se regăsească soluția ( ), ce determină modul propriu do vibrație do ordinul i î ξίμ ы tT '* [Л| сон (Ц ί) - И° sin (k t ί)] = ,'Γ, sin (/ίβ[ I - af), ( ) iar introducerea, in ncooași ecuație ( ), a termeni lor variabili din expresiile ( ), conduce și la soluț ia care determină mișca-rea forțnhl corespunzătoare modului piOpriu dc vibrație de ordinul t: = e’u? А\ (i) sin (АП( t)di] cos (k^ t) + - Í A\ (/) cos f) d/isin (fc*( o ( ) Ultima soluție poate fi scrisă sub formă mai concentrată, trausformîndn-sv integralele nedefinite din membrul drept în integrale definiti' eu limitelo U și t ale acelorași funcții, dar cu variabila ί înlocuită cn o nouă variabilii τ, în bana relațiilor : ( (L,I) ) va fi determinată prin ecuația ( ) ξ sin T^dT ei * Λ In condițiile neglijării amortizării (η( = Ü ; fit = : ^Œj= se obține mișcarea a sislewmlin vffrrairi, determinată prin ecuația ξ( = sin (fc, l + «,)+- Ц Λ”( (τ) sin țl - τ)] dv, , ' -o ( ) Atit in ecuația ( ), cit și in ecuația ( ), âT( și a, sînt constante de integrare, care vor putea fi determinate abea acum, prin impunerea condițiilor inițiale ( ) in soluț ia generală ( ) — respectiv ( ) —, precum și în relația obținută prin derivarea în raport eu timpul a soluției generale considerate — Jf eloda transformării Laplace, O altă metodă generală de determinare a soluției particularo ξσ, aplicabilă la o gamă destul de largă de forme concrete ale funcției АДі), este metoda transformării Laplace, extinsă la cazul ecuațiilor diferențiale ale vibrațiilor liniare în jurul poziției de echilibru stabil pe baza observației că problemele mecanicii — și deci Scanned with CamScanner Phtarnica joi!)FflfitloF дізісшйіот de rigide іНе mecanicii vibrațiilor — fac parte din așa numita categorie a „problmn el or matematice cu valori inițiale”, lucrimi cu funcții de timp — funcțiile wit ώ(, ώ( și Q„, respectiv ξ„ ξί} £f ți Л\ — care iau valori mimai pentru i> incepind dc la un moment inițial / = ; această metodi! prezintă, in condițiile in care poate fi folosită, următoarele avantaje importante : — Evită efectuarea directă a integralelor care dan soluția corespunzătoare mișcării forțate după modul propriu de ordinul i, prin transformarea mai întü a ecuației diferențiale a mișcării iutr-o ecuație algebrică și prin utilizarea apoi a rezultatelor din tabelele speciale de transformate Lalpaec (anexele VI și VII din lucrarea [ ], tabelele de corespondențe în cazul transformării Laplace din lucrarea |’ |ș a ); — permite determinarea soluției ξ(/ chiar și in cazurile cind funcțiile Λ’,(ί) sînt discontinue în punctul ί = — cum se întîmplă, dc exemplu, in cazul excitației în treaptă —, prin transformarea acestor funcții continue și in acest punct Dacă/ți) este o funcție cunoscută de timp, care ia valori numai pentru t> ți care poate fi descompusă intr-o sumă de termeni de forma celor conținuți in tabelele de transformate Laplace, atunci funcției /(i), cine mai este numită si/niic/íe orù/tìttif, i se poate asocia totdeauna funcția •ВД = inizine a funcției original, sau încă cel dc fww/orwiffta Laplace a funcției /( , satisfăcînd sistemul de condiții inițiale л мэ \ ar /і-,ο ( A- , , ,) atunci transformata Laplace a derivatei de ordinul /(i) satisface relația dl* ( ) Modeiarca maternai ica a vit) rafiilor sistemelor de rigide CamScanner Pentru transformatele Laplace ale derivatelor de ordinul unu și doi ale unei funcții f(t) vor rezulta valorile particulare ( ) respectiv ΊΓ di£ = №■ ( ) — Teorema a IV-a: Daca P(s) — Lffțt)) este transformata Laplace ții /(i), atunci transformata Laplace a funcției a unei fune* /i( = /(&) ( ) unde t este o constantă pozitivă, are forma ( ) adică se obține din transformata funcției /(i) prin împărțire la constanta Ic și prin înlocuirea luis cu valoarea =y~* Cu aceste precizări, se va putea trece la prezentarea, în continuare, a modului dc aplicare a transformării Laplace pentru obținerea soluției particulare a ecuației diferențiale είζιΙ H” ’^ξτ Η- κί£ί — A((/) ( ) Ap li cind, in consecință, transformarea Laplace ambilor membrii ai ecuației, rezultă, in baza proprietăților ( ), egalitatea e^f] + & Iti] + x( & [£ — ÍÍ = ®«·χ») - ξΐ; ( } ^ίξ ΰ rezultă egalitatea ОД [s( S* +η^ + Kf] = + ε( + (η(ξ? + ε^?) ( ) Cu ajutorul tabelelor de transformate Laplace se va putea stabili expresia concretă a transformatei Laplace corespunzătoare funcției Л\( ) : JS?[X( ilrhi-f*ii υΐίϊ ir ρη л Hcd л vUiniftilor л (я tem clor fir rigide eu (Jit conhlunl o și cu funcțiile iinagiim unde xt sînt trans· fonnărl do forum s, = л -|-^ ( ) ale variabilei и, figurimi în tubele, in t итак Lã ultimă situație funcția originili corespunzătoare funcției imagi ne З'Д ѵ) fiind dată de relația ξ„ = j¡r* [*, («)] = È c„ jy-'ia·,,(»,)] ( ) Astfel, ducii funcția ( ) a funcției imagine este un poli-nuni de griului iutii in adică /(») = ax +b, ( , ) 'cu o și b constante, atunci prin adăugarea și scăderea ternwmilui n * — —Ji la numitorul fracției din membrul drept al relației ( ) și tf a termenului — « —la nuinărătoriil aceleiași fracții, funcția ima- i i Д»-: + Д·? (í-aj(í —аг) (J —a )(s —α ) (*-ая-і№ — «J ( ) dacă n este par și de forma [ЗД] = ( ) αι) L(í - α -ζ) (tí - «„ Λ (tí - «J ( Й) Scanned with CamScanner Di mimica υτbгд|iilor sijíemeíor de riyide іл U pentru ц impar, cu funcțiile imagine ale termenilor din membrul drept figuri ud toata în tabelele de transformate Laplace, în continuare, vor fi folosite cele doua metode principale, prezentate mai sus, de determinale a soluției particulare a ecuației diferențiale coreepunzătoare modului propriu de vibrație de ordinul ΐ, la stabilirea ecuației mișcării forțate respective in cazul următoarelor două tipuri do excitații deterministe neperiodice întilnite destul de des in aplicațiile tehnice : — KrciM/ifl ΐκ treaptă, caracterizată prin următoarele condiții privind funcția Â\(f) : Λ(ί) Í-Y’ = const pentru t > ; pentru t C , ( ) cu graficul reprezentat în fig Ecuația diferențială a mișcării corespunzătoare modului pro- priu de vibrație de ordinul i va lua în acest caz forma ( ) ți, datorită discontinuității excitației în punctul i= , pentru determinarea soluției particularo ξίΖ nu va putea fi folosit procedeul clasic de stabilire a acestei soluții, care ar fi condus la ecuația £ , ( ) a cărei transformată Laplace are expresia ^[Л( ] ( ) adică scriind ecuația ( )) sub forma ε»ςΗ" ro£ ο ε( €? ( ) — ultima inegalitate fiind consecința condiției ( * ) — γ expresia ( ) a funcției imagine#^) va mai putea fi scrisă sub forma rf(i) = Д -G ] * Г еошрииііНпаѵо valorii r = , în fig ) — Pentru valori întregi imparo alo raportului ■— , * rezidual osto o vibrație armonici, definiții prin ссшЦіа lüspil usui ( ) (curbele (Гц) ți (rls), eorospuiiziltunro valurilor “ , respectiv ■ i - S, În fig ) \ Pentru valori oarocari iile raportului - , răspunsul rezidual, determinat ptiu relația ( , ), al sistemului vibrant continuă sii fio o vibrație armonică eu urmare a faptului cil, ața cum s-a unitat in cinemat ica vibrațiilor, ol rezult ii din suprapunerea a t rei vibrații armonico Binonnw, eu amplitudinea depinzind do valoarea raportului : ni p meu ta ml· gimtieií π acestei amplitudini în funcție de ■M riportili conduce h o curbii do forma celei reprezentate •Λ prin linie întmuptA in gnificul din fig S, púnetelo do contact cu axa absciselor alo acestei curba onrespunzind valorilor întregi ]хыѵ alo raportului , pentru caro nu exislii nlspuns rezidual, iar maxi-■* S A — X Curba (ГОгІ) care pom i numele de spectrul răspunsului rezidind hi íj'cíifl/fd »» tindă de șoc al sistemului vibrant, permite să se determine amplitudinea vibrației reziduale la excitația în undă dc șoc a unui sistem vibrant dat — deci pentru o valoare Tt data — , atunci cind se cunoaște durata F a șocului, această amplitudine fiind reprezentată prin ordonata punctului do pe curba (Γ„π) de abscisă egală cu valoarea raportului —, (fig } Relația ( ) mai permite să se tragă concluzia ca pentru valori Cuín Sc aimer ale raportului —rezultă condiția adică amplitudinea vibrației reziduale } este inferioară valorii ξί λ) eos (λρί) + [- - + (*ί - Εί?λ) -^ , Sin (λρ ί) = £ Ansili (λρ Í), λ- unde prin рх в-а notat pulsația armonicii ilo ordinul λ a excitației, adică ΐ>λ = ( ) (X = , , Scanned with CamScanner Dinamica libratiti ar sisteme iar de ripide ( ) re&ultind astfel, prin identificarea coeficienților funcțiilor trigonometrice clin cei doi membri, sistemele de ecuații (κ* “ ε ü matematici a шЬ racilor sistemelor de Tigicie яі cu fazele inițiale ditto de rotațiile β(} = ajO tg № κ( — ε(ρλ ( ) în conditilo neglijării amortizării (η r sìstemelor de r ί n i ã t? U ІШ și defazată in urmă față de excitație cu faza inițială Pt = are tg ί ì = βί(?) : ■ \ «ί — WJ ( ) Odată determinate funcțiile ςτ/(ί), νοΓ putea fi sorise acum și ecuațiile finito ale mișcării forțate a sistemului vibrant în parametrii lagrangeicni obișnuiți, acestea avînd, în baza relațiilor ( ), formele г г J W = Σ “U £j/ — У У Di А sm ( λ ί — Ря) J-ι j-J λ-J i l>-J,Sh r] ( ) lu cazul excitațiilor pol ian noni ce sincrono sinfazico și formolo I F F wv = Σ TJ^J/ = y T/f sin (pi - pj) j- j- ( ) în cazul excitațiilor armonice sincrone sínfozico lì ola fia ( ) arată că în condițiile precizate pentru excitație, mișcarea forțată a sistemului vibrant rezultă din suprapunerea unui număr do r moduri do distorsiune Bacă excitația corespunzătoare modului propriu de vibrație de ordinul j este un mod principal de excitație, adică sînt satisfăcute condițiile Λ\ s pentru £ = , , J- J -], tlJr; -Y, = A Sin (joi), ( } atunci rezultă consecințele ζ,/ Ξ pentru t = , , , j - J - , ,r ; a; У(К, - д>Г+ ЧЙ»’ sin (pi — β,) » Scanned with CamScanner ■Л O Ajuiciaría matematicii a vibrațiilor sistemelor de ripide in baza cărora ecuațiile ( , ) vor lua formele ■ wfr — τ/(ξ„ = τί( j/j sin (pi - fo), ’ ( , ) scoțînd in evidență faptul că in aceste condițîuni mișcarea forțată a sistemului vibrant coincide chiar cu modul propriu de vibrație do ■ordinul j Revenind la expresiile ( , ) și ( ) ale amplitudinii și fazei inițiale ale armonicii dc ordinul л din mișcarea forțată cores’ punzătoarc modului propriu de vibrație dc ordinul i, se va observa că prin scoaterea forțată în factor a lui ε, la numitorii expresiilor și prin reconsiderarea notațiilor ( ) și ( ), mărimile лМрл) și Pa(pJ vor mai putea fi scrise sub forma ( ) =i V (* dU ) faelorul de arapiificaxv xa u valoarea ț , f>) , hr taprud ( ' j -| \ | nuiuindu-se ți еІ‘р«/хо/і>гН«- ;'rd о? геСч'ѵлхЯ іи u^irZihiJíxr de ordiMlíí λ Curba il\A' t^ie nnmità cs/rb ì de rà«pit№ лтр/йнгііне-рѵЬл/іс», s u ùk'ìu datoriuì pîoțmrțioiuditâții dintre pnhație ți frecvența, r\i «? ηΙπ»^·$ ir H»’tf;pïÎ /-jrrr(YN/d, aniplitiidinon fiind, nțiî ,m recitită din reLițin ^ к proporțimmlâ eu factorul do ampli-Г are K\ Tiutnd seama de semnificația Іиірцрі = λρ), reanltà ей гело-muița in amplitudine de ordinul λ se va putea produce atunci eind pulsația fundamentală a excitației va avea ѵаіоаіч'а ( ) Scanned with CamScanner зм Modelarea щд iemali că □ vibra} iilor sistemelor dc rigide CamScanner un Λ* CU λ lui ml una din valorile , ,,, , Í și cu ζΓ siitisfàcìnd condițiile C^ , ш fig , ) Trecmd la reprezentarea grafica a dependenței fazei inițiale ft de pulsația relativă — , efectuată in baza relației ( ), se i'i obține o curbă de forma celei din fig J , remareindii-sc că pentru Fig, " io toate valorile posibile ale raportului de amori izare íf ; βΛ t) sau βίλ -* π), vor rezulta condițiile pentru pentru A j ( ) rezulLind de aici că in această situație curba (Γβ( ) se reduce la segmentele de dreaptă OA pentru— ( A‘î A'i (fig, ) ' Ρλ Acest fenomen, m care pentru valoarea - = anuo* A'î nica de ordinul λ a răspunsului se găsește in cuadratura ícete defazată de rad ) față de armonica de același ordin a Scanned with CamScanner и w ■— - я Müdeturea mritcmtjticd л víbrafiiinr normelor de rigide excitației pol i armonice, este numit retoiMnfã ín fază de arditi id /« iar raportul poartă numele de pulsa/ie relativa rezonattfă í» fază de ordinul λ Curba (Γ&(), care scoate în evidență comportarea fazei inițiale în jurul valorii de rezonanță a ci, poartă numele de curbă de rdipwwjr jazâ pulx(diet sau ewrbd de răspuns fază-frecvență, (ca urinare a egalității raportului pulsațiilor cu raportul frecvențelor) Din relația ( ) se mai poate trage concluzia că pentru amortizări subcritice foarte mici (ζ, I), pulsația relativă de rezo- nanță in amplitudine ia valoarea (Pi β adică devine egală ου pulsația relativă de rezonanța in fază, pulsația fundamentală a excitației trebuind să aibă, în acest caz, valoarea P = Informațiile furnizate de cin bele de răspuns amplitudine-frec-vență și fază-frecvență pot fi obținute și printr-o reprezentare grafică unică, a cărei construcție se bazează pe folosirea metodei soluției particulare complexe a ecuației diferențiale ( ), metodă prezentată, sub forma matriceală, la integrarea ecuațiilor diferențiale liniare in coordonate lagrangeicne obișnuite și care va fi aplicată, in continuare, și la o ecuație diferențială unică, descriind un mod propriu de vibrație Pentru a simplifica expunerea, excitațiile A\(t) din ecuațiile ( ) vor fi considerate pur armonice și in fază, adică de forma Æ((i) = Л sin (pt), ( ) concluziile puțind fi extinse însă, cu ușurință, și la cazul excitațiilor poliarmonice ; de asemenea, in scopul simplificării scrierii, se va renunța și la indicele de ordine ial ecuațiilor in coordonate principale, xiibințeh'gindii-se însă că ecuația εξ + ηξ + κξ = Λ'° sin (р/) ( ) Scanned with CamScanner Dimimica vibrațiilor sistemelor dc rigide » Scanned with CamScanne nutca reprezenta pe oricare dintre cele r ecuații diferențiale în coordonate principale ale unui sistem vibrant liniar înmulțind ecuația ( ) cu numărul imaginar i — / — și adunînd-o cu ecuația εξ* +ηξ* + κξ* = Λ'° cos(pí), care ar modela matematic mișcarea corespunzătoare aceluiași mod propriu de vibrație în condițiile unei excitații defazate de indiani față de situația reală și introducînd variabila complexă ζ= ξ*+Η, cu ' ; t = V + Ùi = t + A, rezultă ecuația diferențială εζ + ηζ + κζ = Λ’° e'í' , ( ) avind soluția particulară de forma ζΖ = Ã *^ , cu ζΖ = ípÃe^ ; ζΖ = - рЬУр unde Ã este o constantă complexă, punmdu-se condiția ca soluția ( G ) să verif liez uita ast fel identitat ea [(κ — ερ ) +ip η]Ле'*» = \Урі avînd drept consecință ecuația L(X - ε ?) ΨЛ =z= A’°, cu rădăcina CamScanne ;i in AbithdiH'rri JtHifcrMiJffi'/l w nJImifilfor «bfrtri^vr rfr TÌtfide Inlmdiiriiid иі iH-iiiH noi и ·· ( ,MH) ( ЛИ), я ), acestea fiind reprezentate prin razele polare ale punctelor Pif¡( ltii] de intersecție a curbelor ’(I\) cu dreapta (АД de ecuația I = - -Ktg unde βΑ este una din rădăcinile ecuației ( ), (fig ) — Precizează valorile factorilor de amplificare ai amplitudinilor răspunsurilor la rezonanța în fază, aceste valori fiind reprezentate prin razele polare ále punctelor Ρς (- ; — -belor (Γβρ en axa imaginară, (fig ) i de intersecție a cur- Scanned with CamScanner Dñwnncn ufbrûjjjfor sistemelor eie rigide Ohservind că pentru obținerea tuturor informațiilor menționate mai sus interesează doar porțiunile PnPi, din curbele (ГР(), corespunzătoare intervalului de variație a pulsației relative i/, rezultă că în cazul amortizărilor foarte mici (ζ cu c dc originea Ω centrul situat pe axa imaginară la distanța ¿ C = — c și trecînd prin origine, (fig ) Curba ( Γβ) devine efectiv un cerc în cazul așa histeretice, pentru care coeficientul de amortizare ’η, rigiditate κ și pulsația p a excitației armonice sînt relație de forma zisei amortizan coeficientul de legați printr-o κ Ê а η = ~ ρ Д р unde £'j este modulul de elasticitate dinamic, caracterizând proprietà-iile elastice ale comportării materialului la deformații, iar E este modulul de pierderi, caracterizind proprietățile neelastice ale materia-λ- luluij raportul lor, tj = — , numit faci or de pierderi, fiind o consci huilă specifică unui mod propriu dc vibrație dat ( ) Scanned with CamScanner МліШогм matriittUkil д vtbrafiiÎor sütemgtor de ripide într-adevăr, in acest caz termenul ζ# din ecuațiile parametrice ( ' ) capii la valoarea aÇï = A Z = zl | = y»s |=ff, rfr À: |ііхб i ï è л in baia cărora ecuațiile ( ) vor hia formele Λ I f - , ( ) (ί - y’)· +g‘ ( - lf‘)! + ff‘ iileuLice deci cu ecuațiile ( ), ceea ce înseamnă că in aceste condiții curba (Γβ) va fi reprezentată prin cercul pe ( ) axa imaginară si tangent in ori- de rază egală cu — , cu centrul g ine la axa reală, (fig ) Fig > Fig în această situație, pentru valori crescătoare ale parame-tridui y, punctul figurativ P(J?, I) va pleca din poziția inițială / \ ( +¡ * ’ -W’ corespunzînd valorii y = a pulsației Cam Scaune Scanned with CamScanner ПЬштіаі eibrti pilor -datemi· tor de rigide :m ■ j J— J— ■τ U Vj - Я relative parcurgi nd cercul (Γα) în sens invers (Л j înlrucit in condițiile do mai niih factorul de amplificare a amplitudinii răspunsului vibrației forțate are valoarea xe observă ей rezonanța în amplitudine va avea loc acum pentru valoarea / = a pulsației l'elativo, pentru caie a ia valoarea maximă «r și pentru care coordonatele punctului figurativ F( ?,/) iau valorile ff care atestă coincidența, in acest caz, a punctului de rezonanță in amplitudine P,(J?r, fr), cu punctul de rezonanță în fază PjO; — ζ ϋ / Diametrul perpendicular pe raza vectoarc ÎÎPf determină pe cercul (Γβ) două puncte, , și C ] cărora Ic corespund unghiurile polare φ, = - β = - -Ș- ¡ Tî = - șs = - -Ξ și raxele vectoare at = αζ = iiCi == V S Pozițiile Cfj și C\ ale punctului figurativ P(Ji, } corespund unor valori ι/Ja ale pătratului pulsației relative reprczentînd rădăcinile ecuației Scanned with CamScanner Afodt'Jíin i тіИіП’ШНкчі π l>tЬг-іі,г/JΓιιr yívf - — î(y) X Datorită caracterului liniar al relației dintre mărimile și õí( v), este evident că diagrama polară (Гя), rezultind din curba — ; oj , (fig , ), situat tot pe axa reala, dar la o distanță de origine dată de relația Scanned with CamScanner Cam Se a βο iMorft’Jdren maCcmnticrt п vibrațiilor sistemelor de npidr Pentru a efectua determinarea ex périment ubi a frecventelor do rezonanță, nmd d*n punctele sistemului vibrant — de regulii, intr-un punct al unui element constitutiv al sistemului, ui cânii parametru de poziție figurează printre parametrii Ingrangeieni ai sistemului vibrant — se aplică o excitație pur armonica — o forță sau un moment, după caz —, de forma Fijj , cu pulsația reglabilă, variind de la zero pina la o valoare suficient ile mare pentru a acoperi luate frecvențele de rezonanța posibile (in mod obișnuit pinii la — Hz) Această excitație se introduce, in același timp, și in canalul unui oscilograf, care o va remonta sub forma unei sinusoide, (fig, , a), căreia i se va· putea evalua dublul amplitudinii sale S® Admițind că parametrul de poziție al elementului căruia í-а fost aplicată excitația armonică este chiar umil din parametrii lagraugeieni ai sistemului vibrant·, de ex icJ} forțele generalizate de excitație vor satisface condițiile = , (A = , , j — y j + , , r) ; Qj = S° sin (pt), cu următoarele consecințe pentru funcțiile Л'ДІ) : Χ,(ί) = tjíQí = -j S sin (pi), (i = , , Mr) Modul propriu de vibrație de ordinul i va fi descris deci de ecuația diferențială Eiti + η«ξι + — Τκ S° sin (pi), căreia ii va corespunde ecuația in variabila complexă ζ, = ξ* -f- ί ξ, β ζί + ηιζι + S ^' = Л'ре**, cu soluția particulară de forma г de rigide :IM CamScanner u Răspunsul forțat al sistemului vibrant corespunzător modului propriu de vibrație considerat va fi determinat prin relația ξ(/ ~ Im ζ„ a ° J ( (у) sin {pt - β = KM Scanned with CamScanner canner KS Modelaran matematică a vibrațiilor sistemelor de ripide ■ — — ■ им "" E я cores pii ii zîUtoare lor - prìmole măsurate în (mm/N) dacii parametrul ttt este o lungime și in (rad/Mm) dacă parametrul w* este un unghi —, se vor putea reprezenta gratie variațiile —^- =—~ —= À? ' ■■■ obținîndu-se două curbe de forma celor din fig , a și b, purtînd numele de earecto’isticfi umplititdine-frecvență, respectiv dc caracteristica fasă-frecve-ntât a vibrației wk Ë Considerimi valorile p = și φ = — β* drept coordonate polare curente ale unui punct· figurativ í¿*(p, qș)din plănui complex Ώ Ϊ , fiecărei valori pți> a pulsației pa excitației îi va corespunde, in semiplaind I (р|А}, φιΛ)), notat obișnuit în grafic, peut ru simplificarea scrierii, chiar prin valoarea р(Л) a pulsației excitației (fig ) ; locul geometric al acestor puncte va fi o curbă Fig (Г*), rezultind din o succesiune de bucle mari — asimilabile uneori cu arce de cerc — în număr egal cu numărul gradelor dc libertate ale sistemului vibrant, racordate una de alta prin bucle mai mici, întreaga curbă fiind situată, pentru sisteme vibrante liniare obișnuite, în semiplanul ί sin (pi) - βΑ) L și compaiația ei cu relația ( ) ar conduce la concluziile t h P h Prima dintre relațiile precedente arată însă că în acest caz raportul -^-este o mărime proporțională eu funcția de răspuns in frecvență, conform relației P ț rezult înd de aici proporționali tate a razelor polare ale punctelor corespunzătoare aceluiași unghi polar de pe curbele (Г*), ( Tw )și(P ): bO>’ pe curba (ГЯл) și ° = - “л и* in consecință, punctului de rezonanță de pe curba ( Г\А), PA(r (Æ* îi vor corespunde punctele Æ*frt £ - Afo - - a Pe curbele (Γ*), rczultind astfel egalitatea ІЖ„ + «' ,„)· ι = l iw = Gite va observații privind modul de compunere a acestor vectori vor justifica acum forma curbei (Г*): — Cu cit raportul de amortizare al unui mod propriu de vibrație este mai mic, cu atît curba (Г?) corespunzătoare lui are o curbură mai mică (rază de curbura mai mare), intersec tind axa imaginară la o distanță mai mare de origine cu și atît unghiul polar Scanned with CamScanner Dinamica vibra(iiior sistemelor de rigide? Μ CamScanner corespunzător unei valori date a excitației g>f = — β (-ftiÍOiA(ri) rămîncu atît mai în urmă pe curbele(Tf) cu cît amortizarea este mai mică, (fig* * ) ; — pe măsură ce punctele reprezentative propriu de vibrație, modulul vectorului începe din nou să scadă, pînă se apropie de următoarea zonă de rezonanță, cind începe iar să crească, explicîndu-sc astfel formarea buclelor mari, cite una pentru fiecare mod propriu de vibrație și succed indu-se in ordinea scăderii raportului de amortizare ζ( ; — caracterul continuu, de regulă, al variației amplitudinii vibrației wt la variația continuă a- pulsației excitației, care implică existența, intre două maxime succesive — deci între două zone de rezonanță —, a unui minim, explică posibilitatea ca în zona unui asemenea minim amplitudinea să revină la o aceeași valoare pentru două valori apropiate, p(f> și ρι!(+Δρ(ί>, ale pulsației excitației, (fig ), in care interval se produc și variații foarte mici ale fazei β* ; se explică astfel și formarea buclelor mici de legătură între buclele mari, reprezentând modurile proprii de vibrație Scanned with CamScanner ilCfi Modelarea τη a lema lieti d υί Ora fit i or sistemelor dc tipírfe CamScanner іл и în fig este prezentată, după lucrarea [ j, construcția curbei (Г*) pentru un sistem vibrant ctt două grade dc libertate, plecindn-se de la curbele (Г,*) și (Г*) corespunzătoare celor două Fig Fig, f concrete ale moduri proprii de vibrație, pentru următoarele valori parametrilor sistemului vibrant : xt = IU (N/mm) ; fct = (s’ ) ; = , ; x = (N/mm); ks ~ (s" ) ; ζ = , ίη tehnica testărilor la vibrații se obișnuiește ca după trasarea curbei (Γ*) și deci după identificarea, în ¡nare, a zonelor de rezonanță corespunzătoare celor г moduri proprii de vibrație, să se repete ope-rația de determinare a mărimilor - și β* din acele zone, varili t-du-se continuu pulsația excitației cu cantități constante Др — în determinările de шаге precizie Др = Hz —, pentru a se putea alege astfel, în fiecare zonă de rezonanță, arcele Дя de lungime maximă, care vor indica cu o mai mare precizie parametrii de rezonanță in amplitudine ai modurilor proprii de vibrație Datorită faptului că în fiecare buclă ( ), o porțiune destui de mare de arc al buclei, incluzind și zona de rezonanță corespun- Scanned with CamScanner Dinamica vibrațiilor ÆÎsÎemeÏor de rigide « я U zătoare modului propriu reprezentat, poate fi asimilată cu un arc de cerc (Гс ), (fig ), сп centrul într-un punct UÉ situat în scmi plauul I a( — І b( față de reperul Ω ?/ și rotit față de acest reper cu unghiul φ, (fig ) Relațiile dintre cele două serii de coordonate ale unui punct curent Q{Rf I) = Q(R*t /*) din zona Α,Β,, considerate in raport cu cric două sisteme de axe de coordonate, adică R = a{ - ?* COS ф( — Iț sin φ,- ; I = - sin φ, + * cos , asemenea situații ex pliciți du-se fie prin prezența unor amortizări negative (ζ( I), reprezentînd partea reală și partea Scanned with CamScanner Modela п?д m ohnnaik: r ¿ ti i ? í ЬгдрПог ііл temedor fifí rìgida imaginară n iîiijcțioi complexe dc гйнрінін ні frecvcnții Í П( ad» λ /Г capătă semnele Hchinibah* față de semnele părții reale sp cedei ініяді-iiiire я factorului norii plex de îtinplificare a amplii ihIîmjî, (fig ) В !·■« ri|x« ^· Bevcnind la problema determinării soluțiilor generale ale ecuațiilor diferențiale în coordonate principale aie sistemelor vibrante liniare supuse la excitații poliarmonice sincrone sinfazice — ecuațiile ( ) — , не va observa că in baza relațiilor ( ) кі ( ) ele vor putea fi scrise suh formele ξ( = ξίρ + £|/ — í“Uíí ¿Tf sin -f- «J + + Σ A KÍn ~ (i = , , , r) ( ) cu mărimile íjí */ = ¿ WB provoacă o variație finită, cunoscută, AJ, a impulsului generalizat al acelui element, poate fi exprimată cu ajutorul funcției simbol Й( ) a lui Dirne, definită prin proprietățile ( ), ( ) și ( ), adică но poate scrie ад = λ ад, λ fiind un factor constant cu dimensiunile fizico de excitație și eu mărimea determinată din condiția de coincidență a impnIsnlni cunoscut h" cu expresia impulsului generalizat provocat de о анічіісікіа excitație întrucât in condițiile precizate toate forțele generali zato ale sistemului vibrant vor fi egale cu zero, cu excepția celei еогеяріі riză-toare gradului de libertate j care va coincide chiar cu solicitaren, im* pulsi vă, adică vor rezulta condițiile Qk = ; (/c = , , J - , j + , , r) ; Qt= XJ(/), ( , ecuația lui Lagrange corespunzătoare gradului de libertate j, folosită sub forma care descrie mișcările impulsive, adică Λ,(τ) -MO)=A jdf, unde τ reprezintă durata acțiunii impulsive, va putea fi scrisă în cazul de față, (Α,(τ) — А®; АДО) = Üj t > ü) , sub următoarea formă «concretă : Aj° = λί ( ) di = λί (ΐ) di = λ( " ад di, JO t» Scanned with CamScanner Dinam ico t>cbraf iifur s Ы cm c hi ι* de rigide m resultimi (le alci, in ba za condii iei ( L -I), co liciti zìa λ = a;, care dovedește că factorul λ aro mărimea egidă· cu eoa a ìiupuUuhii creat de excitația impulsivă, numai ей dimensiunile fizice alo lui sini cele ale unei excitații în această situație, condițiile ( , ) vor hm tonudo (Л = ; (fc = l, j -bl r)j Qi = W (f), iar excitațiile A’((f), corespunzătoare modurilor proprii de vibrație alo sistemului vibrant supus excitației impulsivo considerate, vor aven și ele expresiile reduse la un singur termen, de forma Λ\ίί) = глѴЛО = η(φ( = Λ'? S(f), ( } lor corespunzi ml π-le următoarele formo alo ecuațiilor diferențiale în coordonate principale ale mișcării vibratorii a sistemului viburni : + ήΛ+ хЛ = -W) ( , } Considerimi numai ecuația corespunzătoare modului propriu de vibrație de ordinul i, soluția particulară a ei, determinimi mișcarea» forțată respectivă, va putea fi obținută prin una din următoarele două metode : — Ca soluție generală a ecuației omogene εΛ + ηΛ+ κ(ξ( = о corespunzătoare ecuației ( , ) pentru / > , adică o soluție do forma ξί = Й*іi sin (λβ(ί + aj, ( ) dar cu constantele de integrare și α( determinale prin condițiile inițiale care definesc starea sistemului vibrant de la stiratili acțiunii excitației impulsive, adică : lfl în momentul încetării excitației impulsive sistemul vibrant nu s-a îndepărtat practic din poziția de echilibru static, rezulțind astfel următoarele condiții de poziție : Ud) = , ( ) Scanned with CamScanner Modelnrm «івіетшІеД я vibrafiflor aútemetor de rifritte * j — я и и — -я un ” în momentul încet fi rii acțiunii іпірііініѵе și deci în mornerv tul începerii mișcării forțate (l = ), toate impui ни rí le generalizate sînt egale eu zero, eu excepția ii n pulsul и i generalizat corespunzător gradului de libertate jț cure va avea valoarea Л°, rezultind astfel condițiile = , (A‘ = Avînd in vedere expresia ( ) a impulsului generalizat și relația ( ) de trecere de la vitezele generalizate la derivatele in raport cu timpul alo coordonatelor principale, вс pot scrie relațiile ,r)j Aj(O) = ft’ ( Т-ЭД Μ- ι Ar,| λ-и I 'A=l / înmulțind ficcare din aceste relații cu τΓί, (fe = , , , ,,r) și sumí ti du-le apoi după indicele fe, rezultă egalitatea ¿ VjtiMû) — Σ ί Σ τ«α«τ*ίί *ч - sau încă, ținînd Reama, pe de o parte, de condițiile ( ), care fac ca în suma din membrul ating Bă rămînâ numai termenul pentru care indicele k ia valoarea j și, pe de altă parte, de condițiile ( ), care fac ca in suma după indicele j din membrul drept să rămină numai termenul pentru care acest indice ia valoarea i, se mai poate scrie Tjf fej = еЛ( ), ( ) obținindu-se astfel și următoarele condiții inițiale dc viteze : ξ ( ) ( ) Ei Ci (Í = , , r) împlinind condițiile inițiale ( ) și ( ) în soluția ( ) și in expresia derivatei ei in raport cu timpul, adică Ь = ~ Ptf u, , fiW ( conținind în el cei doi poli, (fig ), iar (*^) fiind curba închisă realizată prin completarea cercului ( Г) cLi porțiunea AB a axei reale Dacă se ține scama acum și dc teorema reziduurilor, care permite să se scrie relația Fig Ì lim ț *-*«¿* íZ(íp) d(íp) = lim πΐ У R„ (p ) JS—Ю I ι ΐ = πί J¡ А = în baza căreia egalitatea ( ) va lua forma dp = π S Л, (р,) = tìr(ip) * ‘ W ) ' g Vp J - unde f/Vp} tkie semnificația sVp) va fi dat de relația Λ* = Fig, Û și va fi reprezentat prin aria cuprinsă intre curba ( Г,г ) și axa absciselor, {fig , a) Această arie va putea fi considerată insă ca rezultând dintr-o infinitate dc arii dreptunghiulare de bază Avj și de F[|r , înălțime Л\(т,) (fig , a), τ>> fiind un moment oarecare al dui atei de acțiune a excitației, adică se-va putea scrie relația fc* = lim £ Ат, Pe de altă parte, fiecare impuls elementar A',( τ;) Δ tj va pul ea fi considerat ca fiind provocat dc o excitație impulsivă, care, in baza celor arătate mai înainte, va putea fi exprimată prin produsul dintre funcția simbolică a lui Dirac corespunzătoare momentului f = = și dintre măninea impulsului creat de excitația respectivă, dar cu'dimensiunile fizice de excitație, adică se va putea scrie A’fțTj) = [Л\(^)ДтЯ tj) ‘ Scanned with CamScanner Dinamica uibraffdor JijÌemdor de rlf/ltìe un Л* Acestei excitații ii va corespunde un răspuns de forma ( ), dar peritali momentul f = — tf de forma , = РГХтЛ A- = arc tg bp, c - αρλ iar ka este pulsația proprie cu amortizare, determinată cu ajutorul relației ( ), care, prin considerarea condițiilor ( ) și a relațiilor ( ), ( ) și ( Д ), va mai putea fi scrisă sub forma k = /¡ ' - ? = V- V — = ]í—- М-Г (ЭТ « > F а F са г а к а у eu formele particulare ( ) pentru sistemele vibrante constituite dintr-un singur element în mișcare de translație rectilinie, eu poziția determinată prin parametrul lagrangeian w = я* = — æCî(, (α — Jtf ; Ь = С; с = fcj, respectiv ( ) pentru sistemele vibrante constituite dintr-un singur element in mișcare de rotație în jurul unei axe fixe, eu poziția determinată prin parametrul lagrangeianw = φ* = φ — çi(|(d = J; È = />; c = lf() modurilor proprii de vibrații cuplate prin amortizări în acest caz ecuațiile diferențiale în coordonate principale vor avea formele ( ) și, prin introducerea simbolului lui Kronecker, cu semnificațiile z= к = i S, , ç , (Jf, i , ,, r), о Je i Scanned with CamScanner Modelarea matematicii g ¡jtbr-apíÍor sistempÌor de ripide ■care permite să se facă înlocuirile “ V, tfEf£(ț Zt£t = У ^ϋ'ΐίζίι = J ί -r * · · r И) ■ ■= I ί — vor niai putea fi scrise sub forma Σ тінчі+ i- (fc — , , analogă sistemelor ( , ) de ecuații diferențiale in parametrii la-grangeieni ai sistemului ; în consecință, integrarea sistemului ( ) de ecuații diferențiale va putea fi efectuată după metodele expuse in subpunctul al acestui paragraf Integrarea ecuației diferențiale a vibrațiilor liniare autoexcitatc, efectuate în jurul pozițiilor de echilibru stabil r ale sistemelor vibrante cu un grad de libertate în aplicațiile tehnice se iutii nesc situații cînd mișcarea vibratorie a unui sistem mecanic, ce conține și elemente amortizoaro, capătă un caracter întreținut chiar în absența unor excitații exterioare, acest fenomen putîndu-se datora uneia din următoarele trei cauze principale : — apariția unor excitații interioare, de regulă cu acțiune îu-tîrziată, depinzind, cel mai adesea, de deplasare; — modificarea periodică in timp a unora dintre caracteristicile dinamice generalizate ale sistemului vibrant, acestea fiind, în majoritatea cazurilor, caracteristicile rigidității; — asocierea, La rezistențele obișnuite de amortizare, a unor rezistențe negative, datorate prezenței frecărilor uscate în procesul vibratoriu Aceste trei tipuri principale de vibrații cu caracter întreținut care se produc în absența excitațiilor exterioare, au fost- numite vibrații aiftoercitate sau, încă, autovibrații Scanned with CamScanner я и и я DiitCTìitefl υίbrafiilor sistemelor de rigide ΠθίΙ în cele ce urmează vor fi determinate răspunsurile sistemelor vibrante corespunzătoare primelor două tipuri de vibrații autocxci-tate menționate mai sus a) Răspunsul sistemelor vibrante liniare la excitații interioare cu argument Întârziat în subpunctul Д Д al § a fost stabilită ecuația diferențială ( ) a vibrațiilor liniare in jurul poziției de echilibru, static ale unui sistem vibrant eu un grad de libertate, supus unei excitații cu argument Întârziat dependentă de deplasare; în aplicațiile concrete pot fi întâlnite insă și situații cind excitațiile interioare cu argument întârziat pot să depindă și de viteză și uneori chiar și dc accelerații, adică în expresia forței generalizate corespunzătoare lor pot să apară termeni liniari atât in deplasări, cit și în viteze generalizate și în derivatele în raport cu timpul ale acestora din urmă Considerînd, in cele ce urmează, cazul cind excitația interioară cu argument întârziat se exprimă prin termeni liniari în deplasarea și în viteza generalizată a unui sistem vibrant cu un grad de libertate, ecuația diferențială ce va modela matematic mișcarea vibratorie autoexçitatã a sa în jurul poziției de echilibru va avea forma Й - bâ + fu? — ÿù?(i — τ) + hw(t — т), ( J) cu g, A și τ > constante reale Prin dezvoltarea în serie Taylor în jurul valorii t a expresiilor w(i — v) și w(i — τ) și prin considerarea relațiilor ( , ) și ( ) — care se vor aplica și funcției w(i — τ) —, vor putea fi făcute în ecuația-( ) înlocuirile zvți — τ) = w(i) й т* ; w(î — τ) = w(î) e~rt, — unde z este o constantă complexă, care va putea fi determinată impun indu-se condiția ca expresia w = e* ( ) să reprezinte o soluție a ecuației ( Λ ) —, rezultind astfel, după împărțirea prin a și introducerea notațiilor — = ц ; — = ; -S- = ; - = p, ( *) « rt fl л Лл LU| Scanned with CamScanner ДЦ-І Modgiarea mEtemníicñ π țjjbrofiitor sistewietor dc ripidr următoarea formă finală pentru ecuația diferențială stabilită mai sus : w - μώ + fe c = f/ w e“w + рюе~п ( , ) Impunînd condiția ca soluția ( ) să verifici această din urmă ecuație diferențială, rezultă, după simplificarea lui ctf, egali' tatea + μΐ + fel) - (çs + p) ₽-« = ( , ) care va reprezenta ecua/ia caracterial ел а ecuației diferențiale ( ) Luind in considerație, in continuare, numai cazul caro interesează în cea mai mare măsură tehnic» vibrațiilor, cind rădăcinile ecuației caracteristice ( ) sini pur imaginare, adică de forma sr = it/ și cînd deci soluția ( ) este periodică, ecuația carnet eristică ( ) va căpăta forma particulară (£ ^ ) і иу == (p + igy) e- ^, căreia îi va corespunde următoarea relație intre pătratele modalilor celor două mărimi complexe care figurează în cei doi membri ai ecuației |(fc*-ÿ }+i Rÿ| = |p -HW| , sau încă (fe - y ) + цѴ = p + ga^= ( ) Ecuația precedentă, retranscrisă încă, prin ordonarea termenilor după puterile lui ÿ , sub forma y* - (fe + — - μή ÿ + fc - p - \ w / permite să se determine mărimile Scanned with CamScanner U Dinamica vibraților sisieirieior de ripide Cam St ai wi υη Λ* pentru sistemele mecanice reale fiind satisfăcută, dc regulă, condiția - ?*) > , caro asigură caracterul real al rădăcinilor ¡¡$ și Pentru discutarea, în continuare, a problemei integrării ecuației diferențiale ( , ), vor fi luate in considerație următoarele două situații distincte : a) Cazul cînd constantele μ, t, g șip satisfac condițiile * tu această situație, ecuația ( ) are numai două rădăcini reale ?/ = dj Κα+β = І fcirt și deci ecuația caracteristică ( ) are numai două rădăcini pur imagínale ~·'ί Ί- І/'И[ , ^ == i^®iJ iar soluția generală a ecuației diferențiale ( ) va avea forma w(£) = TFj A' + W£ iT *" ', ( Λ ) eu constantele arbitraro ^ și TF complexe și conjugate, adică de forma Wi , = ~ (А i ІВ) Introducimi aceste ultime expresii în soluția ( ) și folosind și cunoscutele fonnule de transformare alo lui Euler (еіі*л’( = cos (Α·Λ] ji sin (fcaj)), rezultă, după reducerea termenilor asemenea, următoarea formă finală a soluției generale a ecuației diferențiale ( ) în condițiile ( ) : i wff) = Л cos (feei t) — В sin (fc t) = TFf sin (fcej t — aj · ( ) ÎS - c » Scanned with CamScanner :IÍU; Modelarea ma ï e πια ti cá α uibrgfÍiÍor si ștemeÎor dp rigidp Ooiistantele de integrare Л și Д respectiv TFî =— I Μ + at = arctg—, vor putea fi determinate ohservîndu-se că piuă Ia jy momcntul t = ■?, cind începe acțiunea întârziată a excitației interioare, mișcarea sistemului vibrant, descrisă prin ecuația diferențială liniară omogenă aiv + bw + cip = oste o vibrație cvasi-armonică cu modulație exponențial descrescătoare in amplitudine, determinată prin ecuația w* = β-u* ° Sin (fco i + а*), ( ) cu μ avînd și acum semnificația { ), cu k„ dat de relația к = V=]Д-Ш! ί ·« ) ι a \ α ) și cu constantele ΊΓ° și χ* determinate cu ajutorul condițiilor inițiale i — {tc*( ) — w**; ώ=*( ) = w*‘j, care au permis scoaterea sistemului vibrant din poziția de echilibru static; caracterul continuu al mișcării si in momentul ϊ = τ, cind începe acțiunea întîrziată a excitației interioare, implică satisfacerea condițiilor w(t) =w*(t); w(t) = ( ) care vor putea servi pentru determinarea constantelor dc integrare J și B b) Cazul cind constantele μ, к, q șip satisfac condițiile e k + - - μ > ; ( ) Μ cu consecința β ■ Introducerea acestor expresii în soluția ( ) șl lulos irru și rte astă datil a formulelor dc transformare alo tui Killer va permito sil se aducă această soluție generalii Iu forma îo(I) = [A] cos — fisiuțlx ] Ή- cos (Zf — /fa siu(/l| | = ? sin (A'ff| f ψ «O - IV? sin (\ t aa) (Ът 'ізй) Determinarea celor paini constante do ttitegmro, Au / , jL și respectiv F? r=— α£ arctg ^ , Г?= —Ул?-| л Я și «а = aiV/tg -so va face prin folosirea ai il a condițiilor de continui late a mișcării ( ), cit și a unui număr do două noi condiții, caro vor putea fi cole corespunzătoare deplasării și vitezei intr-un moment oarecare t* > τ, in particular, crin corespunzătoare nuni extremum al deplasării b) ltii$|)Uiistil sislemeior vibnmte liniare eu riipdilalr variabilii periodic in timp Ecuația dilcrențială rare va modela mateniatio vibrațiile auto excita te în jurul poziției do echilibru ale urnii sistem vibrant liniar cu rigidi lato variabilă periodic in timp, eu perioada ,TUÎ fie a ecuațiilor ( G ), ținîndu-so semna de rondi ț iile &a φ) - « I іаияГогіітге * ffW = - a Folosind ultima din colo douft forme ale ecuației diferențiale a mișcării vibratorii autoexintato, adică ecuația ÿ + = Oj se va discuta problema іпііояrării ci după o prealabilă a ecuației, realizată prin schimbarea de variabilă i* = — Í, care tninsformă funcția periodică de tt y(i)t înt r-o I u ne ț in pio-iudică dc î*j ΰ — ί* |> cu perioada Л «■ о Efectuind deci înlocuirea d*y d ?/ d // a ” dt* ili* și introducine! și notația -iL^í) = —- ì { } se va putea aduce ecuația diferențială ( ) la forma + ?* » = °- dt*- Scanned with CamScanner я и yj Dtìtamicg pibrafftior яі/іінпігіиг du rip№ ;iB!i O asemenea ecuație diferențială admite, după emn se știe, un sistem de două soluții fuiulamcirialo, liiünr independen le, y/, — Ș' Vs “ ,VaU*)i cure vor putea li aleso astfel ilicit sii siitisl'acft condițiile = ÿi(ü) = o; y ( )= ; ÿ,( ) = Întrucît ecuația diferențială ( , ) nu so modifică alunei cinci se Înlocuiește variabila i* cil variabila (/* -|- π), rezultă că funcțiile ^(t* + -) și у/г( — « di* di* di* ( ) d* $a(í* + π) d*yZ (í*) d* ya(í*) — " — - - { ^ í di* di* di* aiií fti í Λ ΐ Și лзг fiind constante, care vor putea fi determinate im-punîndu-so condițiile ( ) în relațiile ( ) și ( ) scrise pentru valoarea i* = a argumentului ; rezultă astfel următoarelo valori pentru cele patru constante : , , ( d^t(f* + π) \ «ii Уі(^) ; α„ = I ——— ί «зі = ÿB(w) ; \ di* л / d? (í* + ”) \ Wgq ■” ι ■ I + I (lí* li -a ( ) Co nsi (Ieri udii-se cunoscute soluțiile fundamentale ÿj(i*) și уа( — θ ( ) formează un sistem de două ecuații algebrice liniare omogene în necunoscutele A și B, caro va admite o soluție nebanală numai în cazul cinci va fi satisfăcută condiția ¿C?) = «u “ г w £ « = , reprezentlnd o ecuație de gradul in з, de forma + J ) = , ( ) ( ) cu — ( ^ H ί íipiííij^ ( ) Se vft demonstra mai iutii că termenul liber D are valoarea Scanned with CamScanner Dinamica иіЬгя^ііІог sî sttrmelor ck* rigide CamScannc un Л» înlr-adevăr, pe de o parte, inipunind condiția ca cele două Ruliiții fiind ai neníale să verifice ecuația diferențială ( ), rezultă egalitățile № i + *( (ifi( лм)» * “ ftdicà -i = wu ï - = *·»’ ți relațiile ( , ) ian formele particulare ΛΐΙ* - π) = , ( , ) cînd rădăcinile г, și c , date de relația ( ), vor fi reale și distincte, rezulți ml de aici condițiile ' o, (i = Г, ), in baza cărora soluția ( ) va lua forma ,((*) = Ле'·'"’ Φι(ί·) +Ле'” "'’Фг(і*)· ( ) E Scanned with CamScanner 'ИКі Mofìcirirrn mu li пан lieti π иІЬпірііег ; —Iu | jeJ pu t> în consecință, soluția ( ) va lua forma (i*) = Фя(#*) + Не Фа(/*), (’J , ) care permite să se observe că în timp ve cea de-a dona сотри lient ă a soluției scade exponențial eu timpul, animi izîiidu-so, prima vom ponentă crește nelimitat cu timpul — Crtóí/ II, corespunzător condiției I (?| = “ I au +« Я| cu = ^ + β* = [^[ - |^| ( , ) Comparimi relația ( ) eu relația ( - ), rezultăconvhizia іі|^| = н|^|- , in baza căreia soluția generală ( Д ) va lua forma cu ÿ(t*) = Aí «f* Φ^’ϊ+ΒίΛ^'' Фа(/*), Ψ = arctg —· л ( ) Această formă a soluției generale scoate iu evidență cameierul cel puțin aproape periodic (|ÿ(l*)| eslc mărginit) al vibrației auto-excitate Scanned with CamScanner Π i нпшігп r ì b riï f iilor jiislrmfJo r de rigide :i!) — Ili, caracterizat prin condiția ( ) pentru care rădăcinile caracteristice, determinate prin relația ( ), iau valorile particulare -j = -й = , respectiv : ^ = -, = — Se demonstrează ой in acest caz soluția generală este de forma ,V*(i*) = φ·(/+) + /*ΦΪ(ί*), ( ) cari' scoate în evidență creșterea nelimitată cu timpul a amplitudinilor uncia din cele două componente ale ei In continuare va fi aplicată teoria generală expusă mai sus la determinarea soluției generale a următoarelor două tipuri particulare dc ecuații diferențiale de forma ( ) : Solivia //ejiendil а ееид^еі HiU Ca urmare a schimbării de variabilă ( ), ecuația Hill ( G ), stabilită in § , adică “ — ffo + Σ * λ Я) a i У = O va pul ea ti adusă, prin introducerea notațiilor ' — = Дит — ( ) ( ) ( ) cu —’ÿ = (CM a + Ca a) = A»] (li = — QO, — , o, , + co) ( ) Condiția de compatibilitate a acestui sistem de ecuații — anularea determinantului Д(з) al coeficienților necunoscutelor ) ( ) și, prin împărțirea ecuațiilor ( , ) la aceste expresii — aceasta, evident, în ipoteza că toți ft sînt diferiți de zero — ecuațiile ( ) vor putea fi aduse la forma ^гл+ Y¡ ^(^гл-гі+ Си+Л) = О, i-ι (Ь = j — } , , , -¿-от) ( ) Scanned with CamScanner Modelarea matematicii a víbra/iilor sistemelor de тіпісіе ■ -S— —- - — - - J — J U — Datorită convergenței, în general foarte puternica, a seriilor ce figurează in expresiile funcților //*(/*) și y/(l+), se înlocuiesc aceste serii cu sume cu un număr finit dc termeni, și anume eu suma primilor r termeni (λ = , , , r) în cazul primei serii și cu suma unui număr de r termeni consecutivi, grupați simetric de o parte și dc alta a termenului central, (λ = —г, - , — , , , ♦r), in cazul celei de-a doua serii ; o soluție cu aproximație acceptabilă pentru cazul cînd coeficienții sînt miei in comparație cir / * poate fi obținută pentru valoarea r = , (Л = — , — , , , ; λ = T, ), cind sistemul ( ) de ecuații se reduce numai Іа următoarele cinci : ^гл+ Σ Η" ^м+®) = θ· (h = , - , μ, ) ( ) Scriind ecuațiile dezvoltat pentru fiecare valoare a indicelui Λ, neglijindîn aceste ecuații termenii ce conțin pe C at C i C și C a și ordonind apoi termenii, rezultă următoarea formă concretă pentru sistemul ( ) de ecuații algebrice în necunoscutele C , C , (? , C și C : + Ûn + O Ca + -C = ; S ΰ„ς -+ ^ +-ÿ-c + *-Cj + о Ο = О ; O - θ- С- + C„ + Co + C + = O i ( ) о· C- + C-í + t’σ“+C“ + V °« = ! dg o ύ о dc variabilă și a introducerii notațiilor o To -f/o -j = « ; ÿi = - î, e* îZ Z ecuația Mathieu ( ) stabilită în § subpunctui , , adică # + —’ + ffi cos (pi) У = , va hia forma - « cos ( i*)] ÿ = Û- ( ) Considerimi, in cele ce- urmează, numai cazul cînd rădăcinile caracteristice sînt imaginare, soluția generală a acestei ecuații diferențiale va avea forma ( ), cu ФДГ*) =î ; — Φ(—ί»), β - с, Scanned with CamScanner Я ÍJ И ■ Modelarea matematica a uibrajiilor sistemelor de rigide — - ■ Ìli ■ III И THIU iti· - ™ " ІЛ U ca urmare a faptului că nici ecuația Mathieu nu se modifică la schimbarea variabilei f* in ț—f*) ; in consecință, folosind și acum dezvoltarea în serie Fourier complexă pentru funcția Ф(/*) și introduci ud și notația soluția generală a ecuației ( ) va avea forma yți*) = A**· J Cto й™' + Bd"** £ g (v* - ) rezolvarea ecuației făciudu-se prin aproximări succesive : se consideră in primă aproximație v u = «, apoi «c folosește o a doua aproximație, cu ajutorul relației vfî) — « — (^- ) g ( ru(Hh»r XÍshJDCÍftr tir rir/Mc JOJI и inferior piuit la· valoarea precizată prin eri ііѵчьі doilea indire, acrsl r dumi e sibt isfilcìnd relațiile fu· -Il· / ir il = /ц и· ( ) Consideri nd, in continuare, numai arcstr din urină ruznri și observind vă durata |ο· vn fi dată, in barn rehițiri ( , ), (cir W> erescător și devi eu ì de integrala se va putea sene următoarea expresie a perioadei : După emù se vede, se verifică afirmația făcu hl hi început, privind dependenta perioadei de amplitudinea inișeilru Deși mișcarea vibratorie ndiniara-efectuată in condițiile precizate mai sus nu este armonică, se obișnuiește totuși să se definească §i in acest caz o pulsație a vibratici ndiniare periodice libere, prin relația în baza caicia egalitatea ( ) va lua forma ( ) unde prin ( Г) s-û notat integrala ( , ) Scanned with CamScanner ■ilf> Modi-tarvo mû (ennui cã a cibrû|îiîor sùxcFætof de rigide care pentru anumite tipuri particulare de funcții y*i|fl tabelată în funcție de valorÙe lui Γ sau ale unni alt parametru care depinde dc ΤΓ în asemenea cazuri, relația ( Õ ) va permite să se calculeze valorile pulsației t* pentru diversele valori ale ani pl ini dinii , putiudu-se construi apoi curba de răspuns amplitv dine - frecvență și pentru acest tip de vibrație neliuiară Cnul dintre fistimele vibrante neliniare autonome cele mai des intilnite in aplicații este cel realizat prin cuplaj elastic eu nelmii-ritate cubică; in cazul cimi o asemenea legătură elastică este aplicată numai elementului cu poziția determinată prin parametrul lagrangeúm ir, forța generalizată elastică va coincide chiar eu solicitarea elastică, iar aceasta va avea o expresie analoga expresiei ( ) (cu ahmgiraa ΔΛ reprezentată chiar prin parametrul la-graugeian ir), adică se va putea scrie Qf(id = — C( = γΐτ-) tr și deci G(ir) = — = —- țl ± γκ* ) ir = λ-țl — γκ* ) ir = Â^i^țir), a o semnul superior corespuuzind cuplajului elastic tara, iar semnul inferior cuplajului elastic moale Iu acest caz funcția va avea deci forma particulară ÿ*(w) = [ ± γΐΓ-Jir = — țl - Tt-icHIț-ir) = - jrț-tck fiind, după cum se vede, impani in / / -γψ· Jo / -Сгкіп ф ]/ )/ -тЖ> undo prin C s-a notat expresia c- γΠ - - γΤΡ Pentru ca integrala eliptică P(C(Wj) să existe, trebuie să fie satisfăcute condițiile w'» Λ*) = , ( ) ei asociind n-ise obișnuit următorul sistem dc condiții inițiale : t = o {w( ) — Π·’; ¿t?( ) = }, ( ) t = {(w( ) = II' ; w'( ) = û} ( Û) Ca urmare a condiției ( ) și funcția k (w, w' k*) va· sati^ face condiția analogă Л( , , ) = , ( ) Scanned with CamScanner IG JHndelrtrva mofenuiUed ti ulbmf ІЕіг^г sistémela г de rlQÚte in baza căreia, dezvoltarea ei in serie Taylor in jurul valorilor № — ; w' = о; A* = ü va Ina forma A(H>, wJ(A*) = JT desemn ìnd suma termenilor de ordin superior ai dezvoltării, ìav indicele ( ) indicind că in expresiile cărora le este atașat trebuie incute înlocuirile г« — û ; w' = ; А* = în condițiile existenței unei soluții periodice а ecuației dife-rențiale ( ) și ecuația ( ) va admite o soluție periodică, cu perioada τ avind, in baza relațiilor ( ) și ( ), valoarea Pentru a obține această soluție cu un anumit grad de apro* ximare, se vor efectua următoarele două operații : — Se dezvoltă soluția w(v) in serie dc puteri ale micului parametru ε, oprindu-se dezvoltarea la termenul de gradul (r — ) : w(t) = Г£ ( ) J=o rezulțind de aici următoarele expresii pentru derivatele to'(τ) siwr,(v) ; w'N « £ ?wJ(t) · w"(t) = £ ε' Hf/klr· Íí Cam Scai in ba/n relațiilor ( ) șl ( АЗ-l), primul termen din membrul Ming ui ecuației ( ) va putea li ннім ми b forma A*aíc” cu κ" Σ S Σ 'V «%» ( ) (- J™ /—IJ mîirimile At dale do relațiile л, ¿ *fir X‘ I ¿ W-r-i«>í' ■!- + ■£ + ί-» ι-ΰ ΐ— ο · * · W' ( ) bal orii îl valorii nóci a pnrauietrului c, în нити ( ) se vor putea opri numai primii (г — ) termeni, adică so va putea serie '·*“«>'' e J¡ ¿ , = Ao+ J¡ с'А„ ( ) l-Ü f=t cu и ri пйі mbrolo valori concreto ale mărimilor Aj : ·!, = ^* ^' + ; ( S) л, = ел·;/ · + i^)n,ì' + (зад )»;- + jkj>w;' ¡ rtc be iisenienea, in Ьіъг іь relației ( , ), cel de-al doilea termen din membrul ating al renatici ( ) va lua forma = AJ V ț'fpj = V ε'(Α^μ,) = у ε'(ΖίΧ) ( ) j-o Í- în fino, rețitiind in dezvoltarea ( ) numai primul grup de termeni și ținind seama și de relațiile ( ), ( ) și ( ), sr ve putea face în ecuația ( ) și înlocuirea i; - c ΐ Scanned with CamScanner ■*ІД Modelarea matematică a librăriilor $ütemelor de rigide CamScamìc Λ» Ші încă, înlocuind indicele de simare j + cu indicele l, (j + = f î j = ? — ) și renunți nd la termenul de gradul r în e, не va mai «crii» ( ) în baza relațiilor ( ), ( ) și ( ), ecuația diferențială ( , ) va lua, pentru aproximația dc ordinul r, forma - + V) ui eJ Jj - №w¡ - SJi \ W - + aw Jo = O, ( ) cu următoarele forme particulare pentru primele aproximări : — Aproximația de ordinul iutii (r = ) : ■do " №w = — Aproximația de ordinul doi (r = ) : ëh ëh ( ) dw’ ëw Jo ( , ) — Aproximația de ordinul trei (r = ) : D ( ) etc Scanned with CamScanner іл U Dinamica vibrațiilor sistemelor de rigide Aceste relații, cărora li sc vor asocia sisteme dc condiții inițiale echivalente condițiilor ( , ), adică dc forma τ = w (O) = Ж ; w *(w) + JF(#) = , ( ) folosind procedee de iterație în construirea ecuației diferențiale corespunzătoare fiecărei aproximații Scanned with CamScanner DirtfimÎcti y i tira fü tor si s teme tor de ripide ВЛ Aplicarea metodelor cuprinde următoarele etape ; — în primii aproximație se pleacă de la o ecuație diferențială obținută din ecuația ( ), prin neglijarea unor termeni, astfel incit noua ecuație sã fie integrabilă ; soluția exactă wt a acestei ecuații va fi considerată ca soluție a ecuației ( ) în condițiile primei aproximații și, de regula, ea nu va corespunde unui grad satisfăcător de precizie — în a doua aproximație se va pleca de la ecuația diferențială completă, dar cu termenii care au fost neglijați în prima ecuație exprimați in funcție de soluția cunoscută wx ; de cele mai multe ori, această nouă ecuație este și ea integrabilă și soluția ei, w , va constitui soluția ecuației diferențiale ( ) în a doua aproximație în mod obișnuit, procesul dc iterație poate fi oprit la cea de-a doua aproximație ; dacă totuși rezultatul obținut astfel nu este suficient de precis, procedeul dc iterație poate fi reluat, construindu-se o a treia ecuație diferențială, cu termenii neglijați in prima ecuație exprimați în funcție de soluția aproximativă wE, procesul puțind fi reluat piuă la obținerea gradului de aproximare dorit Cea mai des folosită dintre metodele de iterație este : — Aletada lui Duffiug Această metodă a fost folosită de Duffing la integrarea ecuației diferențiale neliniare саге-i poartă numele în condițiile neglijării amortizării, adică la integrarea ecuației diferențiale w + ( p* С, și Cn fiind constante de integrare Pentru ea soluția wa să lie periodică — singura situație care va fi luată in considerație in continuare, ea prezentînd cel mai mare interes pentru aplicații — este necesar ca ea să nu conțină grupul de termeni inclus in paranteza patrată din membrul drept al relației ( ), ceea ce se realizează prin condițiile C\ = ; C\ = , realizabile prin impunerea, in relațiile ( ) și ( ), a condițiilor inițiale t = ’ t - «Ю] + - plVțt)eas [pt - *( L va reprezenta o vibrație cvasiarmonică cu modulație în amplitudine și iu fază Prin impunerea condițiilor a ți β, rezultă relațiile - IF( ain[pi + «(t)] - ά( W) ) ; ά(ί) = ( ) p pil' tinde prin ( ) ' unde p este pulsația excitației, considerată armonică, aceste funcții, alese în mod convenabil, purtind numele de funcții pondere; in mod obișnuit, ele sînt reprezentate prin funcțiile trigonometrice ψχ(ί) = =cos (pi) și ψ (ί) = sin (jot) Prin efectuarea schimbării de variabilă independentă ( ) uncțiile ψϊ(ί) și ψ ( ) devin funcții periodice dc τ, de perioadă = π, ψ](ί·) = Ψ(τ); ψ (ΐ) = Η',(τ) ; ρΤ = π), astfel că ecuația ( , ) va lua forma «i = CjTjfT) + σ Ψ (τ) ( ) Se demonstrează, în calculul var i ați onal, [ J, ca o asemenea soluție poate fi considerată și ca soluție a unei ecuații diferențiale de forma Д w, wf, tu", τ) = G, ( ) Scanned with CamScanner -« Μ ode ίο rin ?natematted a uf bravilor я ia tom? lar cíe rigide CU CamSca , dw w = -: w (Ir d“w dv® ’ cu condiția satisfacerii, de către funcțiile pondere, a relațiilor Доті, tf{, «?i', τ) Ψχ( r) d τ = j \ £(Wj, w{, wf, t) Vs{t) df = , ( ) Jo care vor reprezenta două ecuații algebrice in constantele de integrare C, și C ; prin exprimarea acestor constante în funcție de amplitudinea· și de faza inițială a vibrației neliniare și apoi prin eliminarea, intre cele două ecuații astfel modificate, a fazei inițiale, sc obține o relație între amplitudinea vibrației și între pulsația excitației, care va permite construirea curbei de răspuns amplitud ine-frecvență, în continuare, va fi prezentată cea mai des intilnită dintre aceste metode și anume — Metoda Rite Această metodă este folosită la integrarea ecuațiilor diferențiale neliniare cu funcțiile G(w, w) și JT(Î) de forma (w, w?) = μ ft A*(w) - йг *(мі) ; s F(i) = — cos (pi), ( Й ) adică a ecuațiilor diferențiale de tipul wi + pfc i*(W) fc! *(w) — + («b)l cus τ Jt = ; S ff [('Çn - cos τ - p® C sin τ - + W(íüj)J sin τύτ =s ч ) Sînt ușor de verificat, ținind seama și de relațiile ( ), semnificațiile dc mai jos ale primelor două integrale din fiecare din ecuațiile ( ) : \ (-GVCiHoS® vdT = (-Ç®-piC )K = (-Ç’^p rotó oc)*; *ΰ л п — \ р Саsin -reos Td- =k — píCI)cos τ«ΐη τ jt—я -J- μfe cos al ΐ*( — pTF sin σ) sin a da а ( ) Este suficient acuna să se observe că funcția A*(—jriFsin σ) a devenit funcție periodică impară în σ și că produsul г*(—pIFsina) x Xcos σ este și el funcție priodică impară, in timp ce produsul i*( —pWsin u) sin σ este funcție periodică pară de σ, pentru ca, ținînd seama și de faptul că integrala pe durata unei perioade a unei funcții periodice nu depinde de limita inferioară, să rezulte egalitățile Ji*( —plF Sin σ) COS ade Λ*( — p W sin σ) cos σ da = ■ π—a Γϊπ , г*( —plF sin σ) sin ada = I λ*( — pW sin a) sin a da = J?( lK)t ( ) Scanned with CamScanner "J Modelarea matematica a vibrațiilor sistemelor de rigide in baza cărora expresiile ( ) vor lua formolo Ë țikh*(pw{) Cos τ ίΐτ = — μ Α· sin α ■ Μ H) ; bu fcA*(pwí} yin τ ( ) pentru sistemele vibrante neliniare autonome neamortizate (t>° = ; T(IF)^O); — forma : (Ф(Ж) — ?/ ]* - ^Т*( IF) = » ( ) pentru sistemele vibrante neliniare autonome amortizate = ) j — forma : ( ) pentru sistemele vibrante neliniare neautonome neamortizate (ψ(ψ) = ) Tîe prez en tarea, în baza relației ( ), a variației pulsației relative у în funcție de amplitudinea TF va conduce la o curbă ( Γ,(- ), care va reprezenta curba de răspuns amplitudine-frecvență a sistemului vibrant neliniar considerati reprezentarea grafică, în baza relației ( ), a variației pulsației relative у în funcție de ampli- Scanned with CamScanner Τ * Λ ludria ret) dì a f г iti tifica o ribrflf i t lor fis leme for dc rigide (udinea II , va furniza o altă curbă, (Г Г ), cure va fi numită сш* ш dc гпл'рок-ѵ u ri^ra/iri »гіі;шігг libere nea mort ízate Curbele (ΓίΓβ) Și UVD) ли , punct comun, a cărei ordonată, ìi’rrj? ѵл putea fi obținută prin eliminarea lui y între relațiile ( Ț ) și ( , ) j rezultă astfel ecuația μΨ( Γ„)=-^-, ( ) care va furniza valoarea TTrf a amplitudinii, numită (тнгрКішйне hi rezonanța a vibrației neliniare determinată prin ecuația diferențială ( ) Se demonstrează [JO] că in condițiile rezonanței în amplitudine faza a ia valoarea — * in cazul cind amortizarea este liniam, adică se pot scrie relațiile i*ți = [ ] ±|(-|)* “ WW-μ’Ι ■ ( ) Această din urmă relație permite reprezentarea grafică, in planul ÛÏFy , a variației amplitudinii IF cu pulsația relativă y, sub forma unei curbe ( Г]Гя), care, pentru ó rigiditate neliniară cubică, va avea forma din fig , a în cazul cuplajului elastic tare și forma din fig b, in cazul cuplajului elastic moale Condiția ( G ) de rezonanță in amplitudine va lua, în aceste, condiții, forma particulară TFr„ ( ) evidențiind existența unei legi hiperbolice in variația amplitudinii la rezonanță cu pulsația relativă ; reprezentarea grafică, in același plan ÎÎBZ№, (fig ), a variației modulului amplitudinii în funcție do pătratul pulsației relative va conduce la o curbă ( Гг«), care va reprezenta locul geometric al punctelor de pe curbele dc răspuns amplitudine-Trcevcnță corespunzătoare rezonanței în amplitudine întrucît punctul corespunzător rezonanței în amplitudine al curbei ( Гг ) este situat între punctele de intersecție ale curbei (Г,, ) ■en ramurile curbei de răspuns (Γ^), corespunzătoare cazului cînd ле neglijează amortizarea, (fig ), in practică acest punct se determină, de cele mai multe ori, iuterscctînd curba ( ГгК) cu curba (ΓΗ, ), mult mai ușor dc construit decît curba (Г^), in baza relației ( ) Scanned with CamScanner Modelarea matematici a vibrațiilor sistemelor de rigide Fl« , Ë , Determinarea răspunsurilor sistemelor vibrante prin integrarea numerică a ecuațiilor diferențiale ale mișcărilor lor vibratorii Oonsiderînd, in cele ce urmează, mimai cazul sistemelor vibrante cu un singur grad de libertate, cu mișcarea descrisă deci prin o singură ecuație diferențială ordinară de ordinul doi în paramaterul lagiungeian w, această ecuație va putea fi scrisă sub următoarea formă generală « = Ρ(ί, w, w), ■ -( ) in care se încadrează, ca forme particulare, toate tipurile de ecuații diferențiale examinate în cadrul subpunctelor precedente Pentru a obține o soluție determinată, corespunzătoare mișcării efective a sistemului vibrant considerat, ecuației diferențiale ( ) trebuie să i se asocieze sistemul cunoscut de condiții inițiale f = {w( ) = w° ; w( ) = w"} ( ) Scanned with CamScanner U Dinamica uibrajüíor sistemelor de rigide MI Prin introducerea notației dw и = w = — di pentru viteza generalizata- a sistemului vibrant, ecuația J-l (г = , , , , n — ), Scanned with CamScanner ПІйяйИсй rtbnifiíler eterne tor tir rijjhto H Cani St a nude A'ìj ți y(l siut niște funcții — determinale pe bozii unor calcule de aproximare — de valorile ft, щ și «\ cureapunzft lettre pasului precedetti, ale argumentului f și funcțiilor н(П și MO și de niște coeficienți rare, împreuna cu eoefkdeuții - ’ X “ / ( ) (i - , , , , n- ) Ihtroduoind ultimele expresii în relațiile ( ), se obțin urmii I ourelo formule de recurență pentru calculul direct al inàrímilor AfJ : An " di, wt) ; »и “■ hl·' (' , — u¡ + — kH i ; X ** — w Ί J A [ b Η" Λ J ,fi Η- ^:i j "l· Afíf -| A'(S Г ( ) IhuiHomonva, ii)t redueei-ea expresiilor ( ) în cea de-а doua diulre геЬЦіІІо ( ) face ea acest sistem sil (tapete forma finală fíh i = t ~ — (Ă'fl A(S + kts + A’( ) ; H’í i Ψ λ «ί + - · (fcfl h λ’/й + fcfa), ( ) () in baza cftniia se va putea efectua acum integrarea numerică a sis-I elimini ( ) de ecuații difeienț iale, fiecare pas de ordinul (i-f- ) ni liitegriliii rcalixiudti-se pliu următoarele două operații : Calculul, ii> baza relațiilor ( ), a mărimilor corespunzătoare pasului considerat; ('altului valorilor ithl = și wf| = wț/lhl) ale funcțiilor »(/) și w( corespunzătoare pasului considerat prin utilizarea formulelor ( L) Scanned with CamScanner Dinamícoiíibrúííítar sistemelor de rigide Se înțelege cã operația de integrare numerică va trebui începută cu primul pas (i = ), in care scop vor trebui calculate mărimile introdueîiidu-ке in relațiile ( ) condițiile inițiale ( Л ), rezultând astfel expresiile s ЬОІ-ЙГ( , u“,W’)î == fcHo +-; u° + ^; u’i l ) A'o = Í -Ș- — ί ( + î wQ + w* - ~ Ì i \ / = ZjFÎoA ; u°+A'aJj ir° -ț- hu° - Ap, ți deci valorile II = !(° - М?! = ÎL·’ " h H + —- " λ - A*o )f ( } ( , $) ale funcțiilor t?(f) ți w(f) ; această etapa a procesului de integrare este numită a u topor ni rea metodei Runge-Kutta Dc la pasul unu se va trece apoi la pasul doi, calculîndu-se mărimile kti și valorile corespunzătoare tf și îc ale funcțiilor u(f) și w(i) ș a m d , procesul de integrare continuind piuă la ultimul pas, (i = w — ) Deși metoda Runge-Kutta este destul de laborioasă, ea necesitînd un volum apreciabil de calcule la fiecare pas al integrării^, totuși ea este mai totdeauna preferată celorlalte metode de integrare numerică, datorită următoarelor avantaje incontestabile ale ci = — Este o metodă cu autopornire, adică permite determinarea soluției numerice pleci ndu-sc de la un singur set de valori cunoscute ale mărimilor t, и și io, cel corespunzător condițiilor inițiale ; — pentru algort'imul de ordinul patru, permite determinarea soluției numerice cu un înalt grad de precizie; — aplicarea ei nu prilejuiește apariția aspectelor de instabilitate în determinarea soluției Scanned with CamScanner iG Modelaren matematici a vibrafiilür ¿isfgmetfrr de rigide § Răspunsurile sistemelor vibrante liniare supuse la excitații aleatoare Considerimi și aici numai cazul sistemelor vibrante liniare eu un singur grad de libertate, cu mișcarea vibratorie proprie descrisa deci prin ecuația diferențială aw - bw + cw = , ( ) -care, așa cum s-a arătat la sfîrșitul subpunctului al paragrafului , coincide și cu ecuația diferențială în coordonate principale, studiul răspunsului unui asemenea sistem vibrant supus la c excitație aleatoare staționară ergodicăva consta in determinarea funcțiilor statistice ale răspunsului, răspuns care, in cazul sistemelor vibrante liniare, are și ei caracter aleatoriu staționar ergodic Pentru а вс putea efectua un asemenea studiu este absolut necesar să se rezolve îu prealabil următoarele două probleme : — definirea caracteristicilor dinamice de răspuns ale sistemelor vibrante liniare, prin intermediul cărora se poate face legătura :intre excitație și răspuns ; — stabilirea relațiilor intre caracteristicile statistice ale ex ci’ latici și răspunsului în cele ce urmează, vor fi prezentate rezolvările acestor două probleme de bază ale studiului răspuns urilor sistemelor vibrante liniare la excitații aleatoare, precum și modalitatea de a efectua un jiSemenca studiu Carusi eritrite dinamice de răspuns ale sistemelor vibrante liniare Aceste caracteristici au fost deja definite, sub forma generală, In cadrul subpunctului al paragrafului , de fiind reprezentate prin cele două funcții de răspuns ale sistemului vibrant : — funcția de răspuns în frecvență ; — funcția de răspuns în timp, (la impulsul unitate) Scanned with CamScanner f)funinitur uJ b fri fiilor ^sif'Tîicîfjr de rír/üü! ΪΐίΙΠίΗΐ ! U pill't C II llUMÜlü se ілірии unchi noi preci* zìh’i i ìi legătură en } = а(ір)г -I- ірЪ - с unde mărimea ад = ϋ — ap + ibp = Щр)в~ ^рУ ( ) ( > va reprezenta funcția complexă de răspuns în frecvență a sistemului vibrant liniar considerat, iar mărimile = |Я(р)| = * ; «Y(fc — ρψ - μ ρ β(ρ) = aretg к \ ла — p- J ( ) Я и и I— -я и Scanned with CamScanner îd Cj Li ■ ЛП Modelaiea matematică a utòratiiior sistemelor de rigide ' ■ τ / I Й cu semnificațiile cunoscute ale simboluri lor μ și λ μ = ; к — — ( α α, тог reprezenta, caracteristica amplitudine și caracteristica fază л sistemului vibrant ; se observa că in condițiile sistemelor vibrante cu un singur grad de libertate (α = ε;ί> = η ; с — z), expresiile ( ) și ( ) ale funcției complexe de răspuns în frecvență și ale caracteristicilor amplitudine și fază coincid cu expresiile acelorași mărimi definite prin relațiile ( ), respectiv ( ) și ( ) întrucit dependența, sub forma ( ), a răspunsului de excitație nu este influențată de forma excitației, rezultă că ca se va păstra și in cazul unei excitații aleatoare, detirminînd, în acest caz, un caracter aleatoriu și răspunsului; mai mult chiar, relația ( ) permite să se tragă concluzia că forma funcției de distribuție a probabilității de amplitudine va fi aceeași la răspuns, ca și la excitație Din precizările de mai sus rezultă că pentru a se putea studia răspunsul unui sistem vibrant liniar la o excitație aleatoare, este absolut necesară stabilirea, in prealabil, a expresiei funcției de răspuns in frecvență a sistemului vibrant respectiv ; din motive се-și vor găsi justificarea ulterior, se preferă ea această funcție să fie reprezentată prin diagrama variației pătratului caracteristicii amplitudine in funcție de pulsația excitației, grafic avind o formă ca cea din fig, , Funcția de răspuns în timp Funcția de răspuns în timp, sau funcția pondere cum a mai fost numită ea, a unui sistem vibrant liniar este funcția de răspuns al lui la o excitație impuls unitate Q(«) = unde (i) este cunoscuta funcție simbol a lui Dirac, introdusă în § Ξ și utilizată și in subpunctul c) și a fost definită, pentru un mod propriu de vibrație de ordinul t, prin relația ( , ) ; in cazul unui sistem vibrant cu un sungur grad de libertate, cînd ecuația diferențială in coordonata principală corespunzătoare unui astfel dc sistem coincide cu ecuația diferențială i n parametrul lagrangean Scanned with CamScanner DintimÍca ttibraftilor sistemelor de rigide Э ICamScffl Obișnuit ί ξ == w ; e = α;η = &ΐκ — c; — Q(tj j =У±* r = ^ È L i -Ь ГГ=Т F a |Τεκ ^ac ~ fc ’ ° ' ( ) а funcției pondere va lua forma π( ) =-ϊ-β-»ώι(Μ), ( ) ЙЙВЯ Această funcție se bucură de următoarea proprietate : — Transformata Fourier a funcției pondere este egală cu funcția complexă de răspuns în frecvență a sistemului vibrant liniar, adică se poate scrie S" l> ( ] = Ç X e“Í >* ¿i « H(?)· ( ) J— Ultima relație poate fi demonstrată imediat, scriindu-se egalitatea ( ) pentru răspunsul π(ί) și pentru excitația Q{t) = (t) (Tüfr(p) = Sr[íí?(t)]=ãr [TC(/)] ; á(p)= ^'[ ( ]) și ținîndu-se seama și de condiția ( ), adică scriind SF [-(()] = HÎ?)WW(n în legătură cu relația ( ) se vor face următoarele două observații : — întrucit integrala definită nu depinde de modul de notare a variabilei de integrare, se vor putea face oricind înlocuirile ί+ π(ί) β" ’ di = ί+ π( σ) e~ ^ d σ = Л(р) ( ) Ϊβ-C β Scanned with CamScanner W MotíeTurm a ribrnpifor sMemcIor de rigide — înlocuirea exponentului (—ípl) cu exponentul (ipt) in integrala core definește transformarea Fourier a funcției pondere conduce ia conjugata funcției complexo de răspuns în frecvență a sistemului vibrant, adică este valabilă relația i- CC z(t)c^di = ( ) unde este conjugata lui J {p) ; ultima relație poate fi verificată eu ușurință doBcmnpunindu-sc integralele din membrul sting al relațiilor ( ) și ( ) in cite două integrale, prin înlocuirea exponențialelor я±г’|Г cu expresiile Jor din cunoscutele formule ale lui Euler Sînt evidente, dc ane mc nea, egalitățile Л*(Р) Я(Р) = J/адр = №(p) ( ) și π(ί) di +» π(ί)ί* dí — w = tf( ) >" ( * ) Jielațiilc între caracteristicile statistice ale excitației și rftspuusului la нп sistem vibrant liniar cu o grad de libertate, excitat aleatoriu Se consideră cunoscute caracteristicile statistice ale excitației aleatoare (i), presupusă staționară și orgodică, care acționează asupra urnii sistem vibrant eu un grad de libertate și care este determinată printr-un număr de N realizări (k = , , Л), aceste cometen stivi fiind reprezentate prin următoarele mărimi statistice : — ютГоагл* mette a atwta/wi, definită printr-o relație analogă relațiilor ( ), adică — r*f W) = μ« = Hui — [ W)dt; ( ) J"-*ro ¿ J J" ™TT Scanned with CamScanner Diцдmien vibrațiilor sistemelor eie rigide ίΛ υη U — funcția de autocorelafie a excitației, determinată prin relația г+Г ·*%( τ) ±= lini — \ Q(i) $(l + r) di, ( ) Т-ют J JT analogă relațiilor ( ); — deHS’iirt/ffï spectrală a mediei patratice a excitației, definită prin relația S,(p) = = -Μ+"·*·«(Γ>«-'"'«It, ( ) π π J M analogă relațiilor ( ) și reprezentată grafic prin curba (Г$в), (fig - ), trasată obișnuit prin puncte, în urma integrării numerice a membru lui drept ai relației ( ) ; \ — media pătratică a excitației, avînd expresia W) = ^q(O) = Ç* Se(p) dpt ( , ) *— analogă expresiilor ( ) și reprezentată prin aria hașurată diu fig , cuprinsă între curba ( ) și axa absciselor, arie determi- nată practic prin planimetrare ; — densitatea cu oq reprezentind dispersia excitației, definită la rîndul ei prin relația (ί —|σ) π(σ) do» ( ) Jw Jo întrucît și în noua variabilă funcția pondere sat isface condiția π(σ) = pentru tr , rezultă că expresia răspunsului nu se va modifica dacă se va înlocui limita inferioară a integralei (lin membrul drept al relației ( ) cu — oo, adică se va scrie a?(t) =Γ”ρ(ί - σ)π( co expresia din cea de-a doua paranteză pătrată reprezintă valoarea medie a excitației definită prin relația ( , ) (OU — σ) ( pentru procese staționare ergodico), Observînd acum că Q(i), nedepizind de variabila σ, poate fi scos de sub semnul ultimei integrale și ținind scama și de relațiile ( ) (cu variabila de integrare t înlocuită cu σ) se obține relația căutată intre valoarea medie a răspunsului și ѵакатга’ medie a excitației sub forma — , w(l) = H( ) — DO + » [φ(ί—σ) t?(i +t—ρ)][π(σ) π(p)J dffdp -“OÙ di, eau încăj obaerviud că se poate efectua mai intli integrarea in timp, mai rezultă + M f+« г -+y ***,*(τ) = ί ί π(σ) π(ρ) lim — í Q(í — σ) x J—œ J—ço ” î x Q(i + τ — p) dt dodp ( ) Efectuîud in integrala din paranteza pătrată shimbarea de variabilă ί - σ = Г, cu di = df și iutroducLüd notația τ' = τ — p σ Scanned with CamScanner υη U Dina mica vibrații lor sísííth с i о г de rfffkle ftt> expresia din paranteza pătrată din membrul drept al relației ( ) va căpăta semnificația т rã" hm — I Q(í — σ) Q(í + τ — p) dí = ¿/" J ï Γ i = Hm V) ^ GU'+ τ') dí' =jGj(t') - “ P + n*w ■ ¡¡(pi вли iucft, luîiid in considerație și relația ( ), forma S-lp) = Stfp) ■ ( ) Fiji ИА această ultimă relație exprimind deci dependenta densității spectrale a răspunsului de deusitntca spectrală a excitației, Eclația ( ) permite să sc construiască curba represen-tînd variația densității spectrale a mediei p Strati ce a răspunsului în funcție de pulsația excitației, prin puncte C^pt ; ide căror ordona- te se obțin prin înmulțirea ordonatelor punctelor А,- și fí(, corespunzătoare absciselor pj} diogmficele (ГЦ/,)) și ( nQ) din figurile și , (fig Л) Scanned with CamScanner ■J Dinamica «ibrațitior șțșiemelor dg rxgtdg -ΐ Q r-/j £ Aria hașurată cuprinsă între curba (I>„) și axa absciselor, (fig, ), determinată practic prin planiinctrarc, va reprezenta și aici media pătratieă a răspunsului, în baza relației evidente +«· ({іЭД dp ( ) De asemenea, prin aplicarea transformării Fourier inverse, egalitatea ( ) permite, odată cunoscută funcția ^„(p), fă se determine și funcția de autocorclațic a răspunsului, in baza relației ~ ~ - - — — - f jrtt(T) = = ( tfw(p) dp , ( ) J—« evitîndu-se astfel calculul integralei duble din membrul drept al relației ( ) , Densitatea rie [probabilitate a amplitudinilor răspunsului Datorită dependenței dc forma ( ) între răspuns și excitație, forma funcției dc densitate a probabilității amplitudinilor se va păstra aceeași la răspuns, ca și la excitație ; în consecință, dacă funcția de densitate a probabilității amplitudinilor excitației este de tip Gauss, atunci și funcția de densitate a probabilității amplitudinilor răspunsului este și ea de tip Gauss, fiind exprimată deci prin relația ( ) unde valoarea medie a răspunsului va fi dată de relația ( ) iar dispensa σ№ a răspunsului va avea, în baza relațiilor ( ) și ( , ), expresia σ, =йед - [SS] = С” ад π π în această situație, media pătratică a excitației va fi determinată printr-o relație analoaga relației stabilita anterior, feu :— -> = — Eepetînd calculul pentru diverse pulsații p} și reprezentind gratie dependența de pulsație a densității spectrale, se obține curba ( I>e) (fig ), a densității spectrale a excitației, curbă care scoate în evidență existenta unui maxim, №(р*)), al densității spectrale pentru o valoare p — p* a pulsației înainte de a se trece la examinarea caracteristicilor statistice alo răspunsului unui sistem vibrant liniar excitat aleatoriu se va arata că acest răspuns poate fi și el pus sub forma ( ), ca și excitația într-adevăr, in baza relațiilor ( ) și ( ) (in ultima ( ) U) Fig, S -C R Scanned with CamScanner ■î G U JWocií la rea шд íemaí ісд a ulbrafiitor sistemclùr de rigide făcindu-se înlocuirea lui ί cu t — σ), răspunsul sistemului vibrant va putea fi scris sub forma w(t) = = Σ \ *(*) β"Λΐο dtT> λ=—CQ LJ —ÛO J sau încă, ținind seama și de relația ( ) (cu foo), sub forma + «Ю « ·( = s'm ( ) Fig, corespunzătoare rezonanței Se mai demonstrează, [ ] că media pătratică a răspunsului la rezonanță are valoarea W)„ = -V ■ ( ) ζ к Sistemele vibrante funcționind în condițiile precizate mai sus sînt numite sistemi vitrante cu bandă îngustă) deoarece un asemenea sistem lasă practic că treacă numai pulsațiile cuprinse in intervalul [fc — ζ& ; к ζ&], (fig ), pentru care atît funcția ^(p), cit și funcția Я(р) áu ambele valori ridicate în continuai^, se va efectua studiul răspunsului sistemului vibrant la o excitație de tip „zgomot alb”, adică la o excitație care se caracterizează prin densitate spectrală constantă ( ) reprezentată, în diagrama — J(p), prin o dreaptă paralelă la axa pulsațiilor (fig ), precum și prin funcția de autocorelație de forma jf (T) = ( ) unde ( este cunoscuta funcție simbol a Iui Dirac, iar este o constantă avînd valoarea Jfj = πθ£ ( ) Se vor considera cunoscute deci, în cele ce urmează, mărimile ¿jd Și qj precum și f unei ia de răspuns iu frecvență Л(р), cu diagrama Scanned with CamScanner GII Modelarea matematică a viL·rafiilor sistemelor dû rigide "J reprezentată in fig , și funcția de răspuns in timp π(ί)ι cu graficul reprezentat in fig , ale sistemului vibrant ΰ p Ffg , Fig “ Densitatea spectrală a răspunsului va avea, în baza relațiilor ( ) și ( ), expresia ад = Яа(р) ( ) Fig spectrul ci prezentând două maxime pentru valori ale pulsației p date de relații analoge relației ( ), adică Л, ± к fi - ζ·, cu valorile particulare ’ , ® ± fc pentru amortizări slabe (ζ sin [fcfl( r Ц- e)] = JL e-țt« ■ [sin eos (ίί σ) + ЗЭ (lsff-) sin ( ;βσ)] și obscrviiid că factorii co conțin pe r vor putea fi scoși de sub semnele de integrare și că răspunsul există fizic numai pentru τ pozitiv (τ = [ τ|>ΰ), iar funcțiile pondere satisfac condiția π(σ)=ϋ, (σ sin (λ·Λ σ) cos (λ-д σ) d σ - cos (fce τ) ί e aț*° sin (λ-д σ) d σ Jo ( ) Scanned with CamScanner MrxMan-ti ниНггшиігА -j rihrtipjbr jetahtmtdiir )«'»’dí> π și ținînd seama și dc relația ( G ), se mai poate scrie = πύ’® π(-τ) = Χ«π(τ) , ( Л ) ultima relație evidențiind proporționalitatea funcției de intereore-lațic dintre răspuns și excitație cu funcția pondere a sistemului vibrant Scanned with CamScanner C тіъь ulterior, se va dovedi mult mai comod- ín principiu, studiul stabilității miș-’ ării ne-^î яЛею тіЪггсл та consta in compararea soluției generale a iãsteamírâdee^ijliád-e vt/лге cu soluția generala a unui râlem de ecuații ¿¿кстет *йа -е liniare care modelează intr-o primă aproximație· Dñ^earaa ¡a -islitmuluí mecanic, comparație care va permite sá se facă aprecieri privind Mobilitatea mișcării reale pe baza urniãtúúitíor două condurii ale teoriei calitative a ecuațiilor diferențiale ordinare : Iе- Dacă sistemul de ecuații dütien:LiL·- linia'e ãs-xíãi ¿înlemnim de ecuații de stare admite o soluție аяшрсопс stabL-ă, atunci și sistemul de ecuații de stare admite o soluție ¿¿ішріогіе viabilă ° Dacă sistemul de ecuații diferențiaie as «Lit sîsîcwuliiî de ecuații de stare admite o solatie instabilă atunci și ¿vieinul de ecuații șde stare admite o soluție instabili Deși concluziile· precedente nu precizează ce ¿e iniimplã cu soluția generală a sistemului de ecuații diferențiale de stare arnncî cind soluția generală a sistemidui de ecuații diferențiale asociat este simplu stabilă, totuși ele permit cel puțin să =e verdict· dacă o mișcare vibratorie dată este asimptotic stabilă, sau dj-: ă este instabilă, lucru care prezintă o importanță deosebită in multe cazuri intilnjie în aplicațiile tehnice Acest mod de studiere a stabilității mișcării unui sistem vibrant este cunoscut in literatura de specialitate sub den urnirea de яияЛла âta tfiîă/ii mișcării in primi aprorim , K»), (J = , , -, r>, ( ) Scanned with CamScanner Mod e ¡arca ntaiemattcã д vibraftíÍor Esterne lor de rigide я u VI se efectuează prin una din următoarele două metode principale : — Priit metoda algebrică, considerindu-se sistemul dc ecuații diferențiale liniare asociat sistemului de ecuații de stare care descrie mișcarea reală a sistemului vibrant și analizindu-se stabilitatea soluției generale a sistemului asociat in funcție dc natura rădăcinilor ecuației caracteristice a sistemului, aplicîndu-se apoi concluziile ° și " pentru aprecierea caracterului mișcării reale a sistemului mecanic Obscrvind că pentru poziția dc echilibru static a sistemului vibrant ( ^= ; wf(= ) rezultă condițiile = θ; , îi va corespunde, în soluția generală ( ), cîte un termen de forma care va crește nelimitat cu timpul, rezulțind de aiei că mișcarea sistemului vibrant este nestabilă Scanned with CamScanner Stabilitatea mișcărilor sistemelor librante ί« υη Λ* — Ecuația caracteristică admite numai rădăcini reale și negative, în condițiile = -μ* , ei îi va corespunde, în soluția generală ( ), suma de termeni + °î* e” ' **“· cu constantele arbitrare de asemenea complexe si coniugate, adică de forma ’ ' Û'm = ~(·^ί + i — ’®»)- Se verifică cu ușurință că suma іц ia in acest caz valoarea %t) = ^[Af cos (fe*i) — Bt sin (A*i)] = C, cos (A*/ -ț- aj, C\ = Mí + B* j « = arctg—- tinzind spre infinit pentru i-> oo / Mișcarea sistemtilui vibrant ua fi deci nestabilă în condițiile precizate mai sus *— A'cua/ia fwucicris/icd udnitfe яітаі raddenit гомріеге conjugate cu partea reală negativă în această nouă situație, corespunzătoare condițiilor -î*-i = — μ* + Я’* î -î» = — μ* — îfc*, (Λ = , , »,, ! r) —c Scanned with CamScanner ■ÍS Modeitireg inciernfliicff c vtbrofiUor sistemeÎûr de rigide eu Lt»>Û, soluția generală ( ) va conține numai perechi eh* termeni de forma = / »(“ед-**î l p р’"^Л/ »ί( Α} — Vf' *e “ е ’ eu constantele C\ ÎA i și Cf, Atot complexe și conjugate, adică de forma ^■Ь Л- (·* (Α “h î ^tli} î ^t>th ('Iffl ί-^іл) și eu sumele acestor termeni : Hf гл = е ІІД' PU COB (fch* — Дл sin (** J= = Cr* cos (**« + aj tìnzìnd apre zero pentru i co Deci în condițiile precizate niai sus, mișcarea sistemului vibrant va fi asimptotic stabilă — Eouajia caracteristică are numai rădăcini par imaginare conjugate îu acest caz, caracterizat prin condițiile = j ·* Λ = soluția generală ( ) va conține numai perechi de termeni de forma β A > lti A = ^і л e t cu constantele Cî w j și (jZA complexe și conjugate ^’bÎh-l = -^ίή + ; (i A = J xj) — ІВіп, rezultînd astfel, in soluție, numai sume de termeni de forma « Ней-і + й со» (*д ~ B* sin (fc* Г) = CÎA cos i + aJ, sume care ramiti niărgiiiito pentru orice valoare a timpului în condițiile menționate mai sus, mimare# sistemuhti vibrant rșt$ nînnită simpla stabilă sati marginal stabilă Scanned with CamScanner ■J Stfl bU ita tea rito? lis (entête r etbrrtìitfl -Ι·ΙΙ!|· ω U — Ecuația caracteristică admite о rădăcină dublă pwr iniftf/i-Hffnï In această situație, corespunzătoare condițiilor "Λ = г*+я = ™ ï ^Λ+ = ^Λ+ = ~~ soluția generală a sistemului , de ecuații diferențiale va con (ine un grup de termeni de forma d“ ^ъл+а " "Ь^чл+аОе ІЛ/> cu constantele С\л și GfiJL+ ) respectiv Сг *+ și С\Й , complexe și conjugate, adică dc forma = ; Of,*+i =* (j îA — ϊ ίίή) ; J ^ίι·+ ” ~ “b î-^Mf-з) i f fMJ = "g" — ceea ce face ca acest grup de termeni să capete valoarea = (ла +лм+а eos (fcí) - (Л Й - Bf( Msí) sin (W), care evidențiază faptul că in condițiile precizate wjwffl «ârfcmidui vibrant este instabilă — Ecuația ca/racleristioă admite o rădăcină egală eu sera Í această situație, corespunzătoare condiției *— Üj rădăcinii £, = ii va corespunde, in soluția generală a sistemului ( Л ) de ecuații diferențiale n termen de forma t£ ) Cn = const Dacă toate celelalte rădăcini ale ecuației caracteristice sînt reale și negative, sau complexe și conjugate cu partea reală negativă, căruia le corespund, în soluția generală, termeni tinzi ud spre zero pentru /”* , rezultă că în soluția generală va persista, după un anumit timp, numai termenul mărginit Cn ; шідогт vibrarti cate deci ífd яітрі'и stabilă, sau marginal stabilă Scanned with CamScanner itti Modelaren matematici π rtbraf iilor sistemi· for dr rigide — Menatiti ea carter ist irti a (bu ï fe o rthMobtd dahhì eyiihl vu ;глъ în această ultimă situație, iw va putea fi iuliluiiil iu rmidițiih* rt*r- “ e r = θ» rădăcinilor ~ = “â = θ le va corespunde, in soluția generală a· sisl tunului ( ll l) do ecuații diferențiale, grupul de termeni care scoate in evidență fapt nl eă in condițiile precizate #Í temt(híi wtòrflíd este instabiUl Discuțiile precedente permit să se tragă următoarele cmiehizii finale privind stabilitatea mișcării unui sistem vibrant· liniar : — mișcarea vibratorie :i unui sistem vibrimi liniar este astnip-totie stabilă ninnili în cazurile citul tonte rădăcinile ceiiîiiiri eu niel r-ristiee sini reale și negative, sau complexe con jugule cu piulen reală negai ivii ; — luiștiirca vibratorie ii nuni sistem vibrimi liniar osle simplu stabilă, sau marginal stabilă, atunci cimi ecuația carnei eris liră admite o pereche de rădăcini pur imaginare (conjugate), sau o singură rădăcină egală cu zero, toate celelalte rădăcini fiind fir reale și negative, fie complexe (conjugale), eu partea reală negativă ; — mișcarea unui sistem vibrant liniar este instabilă al iniei ciad ecuația caracteristică admite fie o rădăcină reală pozitivă, fie o percebe dc rădăcini complexe (conjugale) eu partea reală pozitivă, fie rădăcini duble pur imaginare (conjugale), fie o rădăcină dublă egală cit zero Din expunerea precedentă rezultă eă pentru aprecierea stabilității mișcării unui sistem vibrant liniar va trebui examinată doar natura rădăcinilor ecuației caracteristice a sistemului, fără a fi necesară rezolvarea efectivă a ecuației, rezolvare care devine foarte dificilă în cazul sistemelor vibrante cu mai multe grade dc libertate; această concluzie este cu atît mai importantă, cu cit in practică nu se pune, de cele mai multe ori, problema determinării ecuațiilor finite ale mișcării vibratorii a unui sistem mecanic dat, ci aceea a verificării stabilității mișcării lui vibratorii, Scanned with CamScanner яя Sfobilífqrra тізсдгіИг ițjțemejor uíbrüníc tüí un Pentru stabilirea diverbi a naturii rădăcinilor ecuației caracteristice, in vederea aprecierii stabilității mișcării unui sistem vibrant liniar fără а-i scrie in prealabil soluția generală a ecuațiilor diferențiale ale mișcării lui, au fost elaborate diverse criterii, dintru rare vor fi prezentate mai jos următoarele două, folosite cel mai des in aplicațiile t elini ce : a) Criteriu/ Л’ом/Л-Пипгік Notind eu *^*зіИ = V, «& i —f = /t sint reprezentate prin cifra zero ; — clementele situate la intersecțiile liniilor Л>г cu coloanele J » ' Av J - r υ ( ) va urmare a fuptuhü că uliìmo link' a matricei M conține numai clementul rffci Cu aceste pceeizări, se poate du următoarea formulare a trite* viului lui Itouth Unrwitz i Hădăvimlv emiațici caracteristice a unui sistem vibrant liniar an partea realii negativii In următoarele eondițiuiii : Γ Volinumul ^ tți) trebuie să conțină toate puterile lui ", adică livbllte sft fie valabile rond iți ile Т^„ / , (i = , , , ,, г) ( ) ‘ Coeficienții щ ai puterilor lui xr din ecuația caracteristică Min ie să fie (ați pozitiv к adică trebuie să fir valabile inegalitățile Hstf> f (i - , l, , f r)· ( ) ’\ Toți delvrmlnonț ii ΔΜ (A = , , , r), de Corma ( Í J ), Uvliuiv xă fir pozitivi, adică trebuie să aibă loc inegalitățile Δ*> , (fr = , rk ( ) Prin folosirea vriterinlni lioutli-Hunvitz studiul stabili-lății mi^eării unui sistem vibrant liniar este redus deci doar la stalli-іііЧ'іі ecuației cniOvt erksl iee ( ), la formarea matricei și la calculul deten ni nouți lor Δ», veri firi iidu-xe apoi satisfacerea condițiilor ț , ) ( ) și ( ) Aplknnd orilor iul Iu studiul sistemo lor vibrante liniare cu un singur grad de liberiate, rezultă că mișcarea lor in jurul poziției de Scanned with CamScanner ’-J ȘtflbítttutíJfl mijcûrilor sistemelor mirante í!J? / echilibru slabii va fi stabilită atunci cînd ecuația caracteristică va avea ferina » = B + M + «z = ( ) și cind vor fi satisfăcute condițiile Δ] — ttj >() ; ΔΒ = «ИД) > , echivalente condițiilor »! > ; « > * ( ) ( ) Pentru sistemele vibrante liniare cu două grade de libertate, asigurarea caracterului stabil al mișcării lor vibratorii în jurul pozițiilor de echilibru static implică forma ^а(я) = s + + a^'¿ - «Зг * «J = ( ) pentru ecuația caracteristică și satisfacerea condițiilor ^ — «ι « «a > ; Δι = > ; I Δ = «Α>θ, ( ) tì — α a «i > θ M «з e eh iv alente condițiilor «i > j »s X> ; íta X) ; α X) ; «j»s — α > ; ΰΊ» « — — α^> ( ) b) CWteríid jV^pifeí încadrhid in cazul rădăcinilor complexe ale ecuației caracteristice și cazurile rădăcinilor reale și pur imaginare — corespunzătoare situațiilor particulare, cînd fie partea imaginară, fie partea reală, este egală cu zero —, se va putea considera că variabila s din pobnomul ¿P r[z) =&[z) este complexă, de forma « — μ - Ж* ( ) și că polinomul éP(á?) este o funcție de variabilă complexă, el însuși, în gennai, de forma ^(¡?) = &(μ - i'fc*) = Ре (^(г)) -ilni( \ )) ) Scanned with CamScanner d HU Modelarea niait'malica д ut óra р ilar л interne lor rftf rfoídc CamScanne un Folosind reprezentarea in planul complex í¿ijlj ü s(«J, (fig ), unei perechi (μ, Je*) de vaioli ale celor două părți як· numărului complex z îi va corespunde in planul un punct %(μ, íA·*), deter* iiHiiut in raport cu originea planului prin vectorul complex z Situarea punctului reprezentativ Z în serniplanul drept (μ > ), corespunde unei valori a numărului complex eu partea reală pozi-ttvăj jar situarea lui iu seini planul sting (μ Ü și in sens invers pentru » ), de un număr de n ori, egal cu numărul de poli ai funcției G(ar) aflat i in seini-planul drept; se înțelege că dacă asemenea poli nu vor exista în contorul (Γζ), (Hj, = ;» = ), conturul ( \) nu va înconjura originea planului (яс), adică aceasta origine va ritmino exterioară conturului, ceea ce va constitui dovada existenței stabilității mișcării sistemului vibrant liniar considerat Jnainte de a se trece la formularea criteriului de stabilitate Nyquișt, se va mai observa că întrunit pentru sistemele vibrante reale coeficienții ecuației caracteristice sînt și ei reali și că, in conse- Scanned with CamScanner StnbiÎttctcg mfocdritor sistemelor pibr«ntc SI CamScanner υη Λ» cință, rădăcinile complexe ale acestei ecuații siut doua cîtc două conjugate, ceea ce înseamnă că orice rădăcină din cadranul IV ai planului complex, iți va avea conjugata plasată simetric față de axa reală in cadranul I, conturul (Гг) va putea fi redus, pentru studierea stabilității mișcării îi nui sistem vibrant lin im·, doar Ia cel format din semiaxa pozitivă reală, semiaxa pozitivă imaginară și de sfertul de cerc din primul cadran ; simpla constatare a înconjurării originii planului complex (πβ) do către conturul ( \*) descris de punctul figurativ K la parcurgerea in sens orar a conturului (Гя) de către punctul reprezentativ (js) va atesta existența instabilității mișcării sistemului vibrant respectiv Cu aceste precizări, se poate da următoarea formulare criteriului de stabilitate Nyquist : „Mișcarea vibratorie în jurul poziției de echilibru static л unui sistem vibrant liniar este stabilă atunci cind la parcurgerea de către punctul reprezentativ Х(я), in sens orar, a conturului format din axa imaginară a planului complex (rz) și din semicercul cu centrul în origine și de rază infinită, punctul reprezentativ Æ par-s curge conturul (ΓΑ·) din planul complex astfel incit să nu cuprindă in interiorul lui originea planului ; dacă mișcarea vibratorie! este instabilă, atunci la un simplu înconjur al conturului ( Гг) dc către, punctul reprezentativ Z(s), conturul ( Гк) ocolește originea planului (rcc) de un număr » de ori, egal cu numărul rădăcinilor complexe cu partea reală pozitivă ale ecuației caracteristice In unele cazuri variabila complexă z este notată cu s, iar funcția G (г) este scrisă sub forma (?( ) = ОД = fc -, ( } unde к este o constantă; se va observa că in această situație polii funcției G(c)= *ț'j} ,πνριοο im (*ü) = J/JH) sopitilo* μιιιαιρί iii провар (OtTfiîț) IU[ r I- I *■)(/ ιΨ ‘ίπιο «нов iti Чіа іойпььині иц : o iiipuujoț !o,U{o!)tii(i i «i-jjílyio ид ^ilibÁjÇ ili] μιι,ιο'ίμιο ‘ирріюо ojxooii U| Ί ϋ ‘ЯЫ Э q о ■ibiyoíiiui μι pqu|s ръюршѵо țipiopiAO III O|UO )H u\ (οψίίπ -iiij) ‘('J'î μιμΥιιιμιοο ùinjtt ui (<>; li— ) Î |I »K rkll ItO lUII'llH linii ) ui * IH l ltI!л μψΗΐιορΐΐκ V optpipui bliuiliu ptm nlito)Kixo ΉΐΙιιορίΛΟ ίιλ ΨΗηίΓ ‘(\l) ρηπιπριοο риоіл -O'jiit III puiul II ¡N )O ιιο,ιιιιιηκ інм (»( v iif ·Λι,|) ‘({χι í]~) VVfoiiiul nini -ìfij iii |ΐψιο-χο ιι ο ι ιιΐ| ) οΐΊΐιπρι ιινμιο ι Ulllll ni Ιΐχ ιμίοιο ) l|țtptl nlA ' ЦО ар П ІоЯ'ІІШШІ ЛІІІ'ІіріІО,) uț ‘l,lțJpi t) ld -o r\r)saoit roiv'/iriKlh-iiuo ) ιιηη,ιινριίΜ ιιο,ιοο,ι,ΐ ) ί (к)/; buiminj к ‘(S) -:/q/o Χ ψΙΐίΙΟΟ pliutpl HI ; Л П '/Л,н|о litui и lloput гл piHiqp (ΙψΠίΜ'ΙΨΗ ¡i iiMfciLii чіо']П)і|іфьр ‘ііЪиірм oÍnooii ilj a CamScaone >J) Jt)piUO|IÍ|N ,tf>Hpi)J «i = — us j « = - ««i -«a- ( , ) a a Se va remarca că dacă se înlocuiește variabila wa cu variabila «, definită plin relația ?t = au, sistemul precedent de ecuații de stare va mai putea fi scris sub forma a h o л w = и; и = — — w tt= — μϋ ( ) a « care putea fi dedusă direct din ecuația diferențială liniară «w -Ы +cit? = , ( ) introdueîndu-se variabila w = w și ținindu-se scama de notațiile introduse in § Í ks = — este pulsația proprie fără amortizare a b * \ sistemului vibrant, iar μ = -este coeficientul de amortizare | * Scanned with CamScanner Л U ίδΐ Modelarea matematica n ітіЬгл fiilor sistemelor dr rijjirfe Considerimi, in continuare, ecuațiile ile stare scrise sub i'urtiut ( )r cea mai des întâlnită in aplicații, se face precizarea că studiul stabilității mișcării sistemului vibrant va putea fi elevi nat eu ajutorul traiectoriei de fază pe baza următoarelor proprietăți ale acesteia : — Originea pianului fazelor este un punct singular nl traiectoriei de fază (tangenta in acest punct al traiectoriei nu este determinată) și corespunde poziției de echilibru static a sistemului vibrant într-adevăr, poziția de echilibru static a sistemului vibrant liniar cu un grad de libertate va fi caracterizată prin condițiile w,t = ; ictl = w,f = , in baza cărora panta tangentei geometrice dusă iu origine la traiectoria de fază » = Ж) va lua valoarea și de la dreapta la stìnga in semiplanul m ; Ѵ„ ; T\ > pentru : w* ), (fig ) — Traiectoriile de faza corespunzătoare diverselor condiții inițiale ale unui sistem vibrant liniar dat fac parte din aceeași familie dc curbe șî nu se intersectează în punctele ordinare Prin împărțirea celei de-a doua dintre ecuațiile ( ) la prima și prin efectuarea substituției evidente du w dw Scanned with CamScanner Ë IBtì Modelarea matematică a vibrafíiíor sistemelor de rigide se obține relația du cw -bu fc*to + pu ( (¡) du? a и u саге ѵа reprezenta chiai' ecuația diferențială a traiectoriei de fașă în planul (huit Cea de-a patra proprietate efite în acest caz o consecință directă a valabilității teoremei lui Cauchy, care afirmă că printr-un punct ordinar trece o singură curbă integrală a unei ecuații diferențiale di* forma ( ) Se înțelege însă că traiectoriile de fază corespunzătoare unui sistem vibrant dat vor putea avea ca punct comun originea [danului fazelor, care este un punct singular Proprietățile menționate mai sus permit să se tragă următoarele concluzii generale privind forma traiectoriilor de fază corespunzătoare sistemelor vibrante liniare eu mișcarea descrisă prin ecuațiile de stare ( ) : — Dacă traiectoriile de fază sînt curbe închise, ele trebuie să se găsească de o parte și de alta a axei Ow — pe care o vor intersecta în două puncte dispuse simetric în raport cu originea planului —, iar mișcarea punctului reprezentativ este periodică — Dacă traiectoriile de fază sînt curbe deschise și admit asimptote, atunci aceste asimptote separă planul fazelor în domenii eu diverse familii de traiectorii de fază, corespunzătoare unor valori distincte ale parametrilor traiectoriilor , din acest motiv, asimptotele au mai primit denumirea de separatoare în încheierea prezentării proprietăților generale ale traiectoriilor dc fază se va mai remarca faptul că prima dintre proprietățile menționate mai sus se păstrează și în cazul traiectoriilor de fază construite în planul ίίξη pe baza unei schimbări de variabile de forma ( ), atunci cînd această schimbare reprezintă o transformare liniară cu coeficienții transformării constanți, adică este de forma ξ = aie -j- pu ț η = γΐΟ -ί- Su, cu Д = «w + βΰ ή = γ-ùj - deoarece in acest caz vor rezulta, pentru poziția de echilibru static a sistemului vibrant (wfl= uJf= ; «?i( = ά,( = ), condițiile = θ j ζ , săgeți orientate de la dreapta la stìnga in scmiplanuî w î rezultă astfel ecuația sau incă» ecuația de ordinul doi in m : мг -*■ um l· = , ( ) cu rădăcinile lupii emu se observă comeideiița и nom dintre izoeline eu unele dintre traiectoriile de fază este posibila numai in condițiile μ > ( ), ir ti Cu precizările de inai sus, se poate trece la examina rea dlver- sclor forme concrete posibile ale traiectoriilor de fază corespunzătoare sistemelor vibrante liniari' cu un grad de libertate, cu mișcarea descrișii prin ecuațiile de stan» ț ă ), Pentru a obține traiectorii de fază cit mai tițor dc eomuniit , rie vor fi considurțite in celo ce urmează, intr-un alt plan do fază’ decil planul Оігм, acesta fiind, de regulă, planul Ωξη al variabilelor ξ ți η definito prin transformarea liniara ς = aur + î η = γ«* ~ ãh ( , ), cu coeficienții transformării constanți, ceea ее permite să sc scrie următoarele relații intre diferențialele celor două serii de variabile d£ = adir + ?dtt ; dij = ydir — Ăd« ( Й ), Pentru ca ivlațiile ( ) să permită si transfoțniurea inversă, este necesar să fio satisfăcută condiția a ' = χδ — βγ^Ο ( ΙΪ * Scanned with CamScanner Modelarea maitfmatícci a mbrafiilor miemeìor de rigide Cani Scanner Ecuația traiectoriei de fază din planul Ωξη va putea fi obi imita ■direct, prin împărțirea celei de-a doua dintru ecuațiile ( ) la prima, adică scriindii-ве relația , du dg ydw - a β = χα; δ = — —μγ, tì с ( ) a și γ puțind fi luați arbitrar Este ușor de înțeles de aici că forma ecuației diferențiale a traiectoriei de fază din planul Ωξη va depinde dc natura rădăcinilor ecuației caracteristice a sistemului vibrant liniar, pu tindo-sc deosebi deci următoarele trei cazuri distincte: — Cazul I : jídíídcím'/tf г, și æ xînf ¡reale xi disli-nole, caz caracterizat prin condiția i c ~T ->°· ; r = μ > , ( ) această situație fiind posibilă mimai in condițiile // , ( ) corespunzătoare sistemelor vibrante liniare cu rigiditate obișnuită și cu amortizare negativă în acest caz, raportul rădăcinilor Гд și ra ia valoarea cu Ți ^ p>l- ( ) ( ) r iar ecuația ( ) a traiectoriei de fază va lua forma ι = €Ίςί₽, ( ) reprezentind o familie de curbe (ГД de forma celor din fig , tangente în origine la axa Ωξ, așa cum rezultă din valoarea coeficientului unghiular al tangentelor duse in origine la aceste curbe, calculată mai jos : =' T ξ—O = O, ( G) C = d£ ț-o Scanned with CamScanner fll> У McHh'hr r«e«t uni h tu w H Ni л nHirrtffifor nhfemffÎfrr dp rlffidf CamScannc Л Λ* Niluarou curbului* (I',,) iiilr-un cadniti май ¡dilli al planului fazelor vu depinde il· semnul еопнінііііоі C, duci il·· condițiile inițiale impune mișcării sislemulili vibrant оопякіепіі·, hilriH'lti în ічннІЦііІе ( ) foelorii ¿Zlf = ϊ!“ιί ți tìf«( oo, do originea Q a jibmiihii fazelor, origino puri îmi in acest· caz numele do nodbistaM¿, ) Ti’ufiìcbiiifi r, jvi ra ,siat ambele neg ) ; G >ü, ( ) curospiiirziltouro кіяіепіикіг vibrante obisnuilc, întîlnito in majori-latvii прІісіЦiilor priiclíen, Poiitrii raperini ïüdüdiiilur ecuației cateteri atíce a sistemului vihnint va rezulta acum vnloarea "i Μ· ( ) cu oo mișcarea sistemului vibrant va fi stabilă; caracterul de stabilitate al acestei mișcări va fi reflectat in planul fazelor prin apropierea, pentru t->oo, a punctului reprezentativ P( ξ, η) de originea Ω a planului, erigine purtînd in acest caz numele de itoti stabil γ) Rădăcinile r, sí r $íh¿ de sent ne contrar e, adică îi = > ; rs = —|Хг cc de originea planului, origine numită în acest caz punct izolai, sau fii, — Cazul II t Rădăcinile fi sini complexe conjugate, corespunzător condiției c l«a a pentru care rădăcinile ecuației ( ) iau valorile I = r + ifc* ; z = r — ifc*, cu b l,r"c r = ț ft* / a Ϊ а Д ( ) ( ) ( ) Așa cum rezultă din sistemele ( ) dc ecuații, in această situație și coeficienții transformării ( ) vor fi complecși si deci că tot complexe vor fi și variabilele ξ și η, Pentru a construi traiectoria de fază tot in planul real, va trebui efectuată o nona schimbare de variabile, care să permită trecerea de la variabilele complexe ξ și η la două variabile reale X și У Această schimbare de variabile va putea fi realizată obser-vîndu-se că int iuțit in relațiile ( ) coeficienții a și γ sînt complecși Scanned with CamScanner Stnbiliiiitca mișcărilor sistemelor ribrûrtfc* "( un Λ* și arbitrari, se va putea alege totdeauna coeficientul γ astfel incit să fie conjugatul lui α(γ = ã) ; este ușor de observat că iu aceste condiții ■coeficienți! va deveni conjugatul lui fk Într-adevăr, adoptind pentru coeficienții а și γ valorile arbitraro « = p + ig ; γ = p — iq — x, ( ) vor rezulta, din relațiile ( ), următoarele valori pentru ceilalți doi coeficienții ai transformării ( ) ; β = — ==■ — — (r + ІА*) O + Jÿ) = — — [(гр - ΐ'*$) + Û (! + i{rq + fc*p)J, ( , ) respectiv = — — Βγ = — (r — îfc*) (p — ’?) = — e σ = - - I(T> - k*q) - i(rS + t»p)] ( ) o în consecință, in aceste condiții transformarea ( , ) vii lua fonna ξ= aio + βχ ; η = àie + βι*, ( Л ) iar schimbarea de variabile care perniile trecerea de la variabilele complexe ξ ți η la variabilele reale T și Г va avea — lucru ușor de verificat — forma : X = Í± L¡ i ( ( ) din care va rezulta și transformarea inversă ξ = -V - il’i η = T — ΪΓ, cu + Г’ = C e'F ’· À- ( ) F /т “-ΓΊΓ att - ■ (j e ** s л ( Scanned with CamScanner St abilita tra ritt^cÆrtior sisfcmeíor vibranta !* CamScanner (/ U intima оеіиЦіо ¡i (iviectoriei de fazii din planul *ΛΤ va pulivi Гі adusă l i o l'onnă care su permită aprecierea cu mai multă ușurință ii lipului de traiectorie, cfectuîndu-se trecerea de la coor-doiutl-tfo carteziene A* și Y la coordonatele polare p și φ, adică efec-luindu so în eeiuițiîi ( ) înlocuirile și deci A' = p cos φ ; Y = p sin φ /Λ^+ yî=a pî ( ) ( ) înlocuiri care transformă ecuația menționată în ecuația - I P |· ( ) în ceea ec privește soluția generală a sistemului ( ) de ecuații diferențiale, ea va avea, în condițiile ( ), forma w = Cu H- C e [ ) și cu amortizare neglijabilă în condițiile precizate mai sus, ecuația ( !K fi) и traiectoriei de fază va lua forma Я я ■Vj ( ) și va reprezenta o familie de cercuri concentrice, cu centrul în origine (fig ) De asemenea, in condițiile satisfacerii relației ( ), soluția generală ( ) va Lua forma particulară w = C| cos (M + x,) ; « = ( a cos (Ai + x ), ( ) care evidențiază faptul că variabilele w și « vor lua numai valori cuprinse in intervalele [—Ci jOj, respectiv' ] — С' ; 'г], dovedind astfel Fig ii caracterul simplu stabil al mișcării sistemului vibrant ; acest caracter simplu stabil al mișcării va fi reflectat in planul fazelor prin aceea cã punctul reprezentativ Р(Х, У) = = P ( p, q>) parcurgînd traiectoriile de fază — curbe închise de astă dată — nu vor trece niciodată prin orginea planului fazelor, origine purtînd in acest caz numele de focar centra/, de centru, sau încă, numele de turbi&ii ) JMiMcini/e z și z au partea reală pozitivă, adică Г = μ > , ( ) Scanned with CamScanner Stg bili tai cg iriișcâriior sistemelor uìbrante «U' Ίλ U situație posibilă numai în condițiile b , ( ) corespunzătoare sistemelor vibrante liniare cu rigiditate obișnuită și cu anortizarc nagativă în această situație, ecuația ( fi) a traiectoriei de fază va lua forma ( )· și va reprezenta o familie de spirale logaritm íce (ГД eu raza vec toare descrescătoare pentru φ crescător, (fig ) în condițiile ( ), soluția generală ( ) va putea fi ^transcrisă sub forma w = £μί Ci cos (fc*t + ax) ;« = co, de originea planului fazelor, origine numită în aceste condițiuni/отг iwsíaZíií γ) Jíddâciwííe ÿi reală negativă, adică r = — μ >U ; tì>(), ( ) corespunzătoare sistemelor vibrante liniare cu rigiditate și amortizare obișnuită în această ultimă situație, ecuația ( ) a traiectoriei de fază va lua forma Scanned with CamScanner Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor dc rigide Cam Se a repte zei itimi u fan dl ìe de spinile logaritm i ce { Гг), Cli raza vcotoare crescătoare pentru φ crescător, (fig ) Soluția generală ( ) a sistemului ( ) ile ecuații diferențiale va lua, in condițiile ( ), forma w = c-μ* c\ cos (Λ*ί Fig - aj ; u = C cos (fc*i ψ α(), ( ) observi nd u-se că pentru f->oo, variabilele w ,și к tind spre zero, fapt care atestă caracterul asimptotic stabil a! mișcării sistemului vibrant; acest caracter stabil al mișcării va fi reflectat in planul fazelor prin aceea că punctul reprezentativ P(p, φ) par-curgind traiectoriile dc fază, se apropie mereu, odată cu creșterea timpului, de originea planului fazelor, origine purtînd în aceste condițiuni numele de focar stabil — Cazul III : Rădăcinile z și z sînt reale și co uf undate f caz corespunzător condiției c —- — = , ( ) aJ α jientru care rădăcinile ecuației caracteristice ( ) iau valoarea b == = r = — — a ( , ) Consideri ud această valoare ca valoare a constantei λ in condițiile ( ), prima dintre aceste condiții va lua forma — β iv + [ α - β-Ц a = λξ = Γξ = A(aw p £W), ( ) voiiducînd, prin identificarea coeficienților variabilelor de stare din cri doi membri, la sistemul dc ecuații b c b Γ- « β = θί a M = Û, ( ) α α α Scanned with CamScanner SfflbilÎtflTefl »i T^cfl ri f о r mren; e | or vibran re SU ai căror coeficienți ai necunoscutelor a și β satisfac relația ( ) evidentă din condiția ( ) Rezulta deci că numai prima dintre ecuațiile ( ) va fi distinctă — de ex , prima —, fapt care permite să se stabilească și aici următoarea legătură intre coeficienții a și ai transformării ( ) : β = ( ) cu una din necunoscutele a și β arbitrare Adopți nd pentru a valoarea o a=—> ( ) A rezultă pentru valoarea ( ) Este ușor dc observat acum că in această situație cea de-a doua dintre condițiile ( ) nu va mai putea fi folosită, deoarece prin considerarea ei determinantul coeficienților transformării ( ) nu ar mai satisface condiția ( ) într-adevăr, dacă ar fi satisfăcută și cea de-a doua dintre Condițiile ( ), atunci între coeficienții δ și γ ai transformării va exista o relație de forma ( ) — cu μ == r = -— —, adică a s-ar putea scrie » я { b eu una din necunoscutele γ sau δ arbitrare XI - c, w Scanned with CamScanner I H Modelarea matefnattcd a »tbrăpitor sistemelor de rigide Lnind î= = ( ) dl; r care va conduce la o nouă ecuație diferențială, de astă dată in funcția (?ι(ξ), de forma ( ) r ξ cu soluția eu ( ) Stabilitatea mișcărilor sistemelor vibrante Scanned with CamScannei Pentru aprecierea formei concrete a traiectoriei de faza corespunzătoare acestei situații, vor trebui luate in considerație următoarele două subcazuri : a) Rădăcina dublă r este pozitivă, adică ( * » * acest subcaz puțind fi întîlnit numai în condițiile b , ( ) corespunzătoare sistemelor vibrante liniare cu rigiditate obișnuită și cu amortizare negativă în această situație, ecuația finită ( ) a traiectoriei de fază din planul Ωξη va lua forma η = ξΐη |ξΐ + ( ξ ( ) ț ( și va reprezenta o familie de curbe de forma celor din fig , tangente în origine la axa Ωη (άη/άς;ξ„ο = oo) Situarea acestor curbe de o parte sau de alta a axei Ωη depinde de semnul constantei C, deci de condițiile inițiale impuse mișcării sistemului vibrant în cazul satisfacerii condiției ( ) soluția generală ( ) a sistemului ( ) de ecuații diferențiale va lua forma w = (Cu - Ciaf)e^; u = (C^ + C /)^, ( ) cu variabilele w și и crescind nelimitat cu timpul, ceea ce arată că mișcarea sistemului vibrant este in aceste condițiuni instabilă ; caracterul instabil al mișcării este reflectat in planul fazelor prin aceea că punctul reprezentativ P( ξ, η) parcurgind traiectoriile de fază, se îndepărtează continuu, pentru ί -* cot de originea planului, origine purtind și in ac* mirea de nod instabil β) Rădăcina dublă r este negativă, adică г ss — [ΐ , ( ) corespunzătoare sistemelor vibrante liniare întîlnite in mod obișnuit in aplicațiile practice în condițiile precizate mai sus, ecuația ( ) a traiectoriei de fază va lua forma η = — ξ η|ξ| +Οξ μ ( ) și va reprezenta o familie de curbe (ГР) de forma celor din fig , tangente în origine la axa Ωη ; situarea curbelor de o parte, sau de alta, a axei Ωη, va depinde și acum de semnul constantei C, deci de condițiile inițiale impuse mișcării sistemului vibrant liniar considerat în condițiile ( ), soluția generală ( ) a sistemului ( ) de ecuații diferențiale va lua forma w = ( co, do originea planului, origine numită și aici nod stabil Concluziile privind legătura dintre caracterul originii planului fazelor ca punct singular fază și caracteristice generalizate dinamice ale « * * к « * -* « ·» * * Fig al traiectoriilor de sistemului vibrant liniar pot fi recapitulate in tabelul de mai jos : nod iiustabiÎ nod slabii fa', Stabilitatea mișcărilor sistemelor vibrante Scanned with CamScanner Π De : a asemenea, din & =* Oj o X) contra (focar central) • δ focar instabil ■& > ; o > focar stabil ; Ь nod instabil ,b > ; c> nod slabii analiza efectuată, pot fi trase următoarele concluzii privind studiul caracterului mișcării unui sistem vibrant liniar cu ajutorul traiectoriilor de fază : — mișcarea sistemului vibrant liniar este asimptotic stabilă atunci cînd originea planului fazelor este un nod stabil, sau un focar stabil, al traiectoriilor de faza, adică atunci cind acestea din urmă au una din formele de figurile , sau ; — mișcarea sistemului vibrant liniar este simplu stabilă atunci cînd originea planului fazelor este un centru al traiectoriilor de fază, adică atunci cînd acestea din urma sînt curbe închise de forma celor din fig ; — mișcarea sistemului vibrant este instabilă, atunci cind originea planului fazelor este un nod instabil, un focar instabil, sau o șa, adică atunci cînd traiectoriile de fază au una din formele din figurile , , , sau în legătură cu construcția traiectoriilor de fază din planul Ωξη mai trebuie făcută observația că în cazul transformării ( ) pot fi adoptate și alte condiții pentru coeficienții transformării deeît cele reprezentate prin relațiile ( ) sau ( ) ; în aceste situații, traiectoriile de fază vor avea forme întrucîtva modificate, fără insă ca prin aceasta să se modifice și proprietatea lor do a indica, prin modul de parcurgere a lor de către punctul reprezentativ Ρ(ξ, η), caracterul stabil, sau instabil, al mișcării De asemenea, mai trebuie precizat faptul că de foarte multe ori rimine totuși mai avantajoasă construcția traiectoriilor do fază fa planul Owu Astfel, în cazul rădăcinilor reale ale ecuației caraoteristîee a sistemului vibrant, ecuația traiectoriei de fază din planul Oivu, obținută prin eliminarea timpului intre ecuațiile finite ale mișcării, reprezentind soluția generală a sistemului de ecuații diferențiale ( ), va avea forma - [ — faW (J(ll —· Vj w)* , ( ) Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide Scanned with CamScanne unde n reprezintă și acum raportul ( ) al rădăcinilor ecuației caracteristice Ecuația ( ) va lua următoarele forme particulare : — forma и = μ Μ = C(u — HiW)n , ( ) (cu n>l) pentru cazul rădăcinilor reale și pozitive =^> ; r = μ > ), traiectoria de fază corespunzătoare acestei situații fiind reprezentată în fig ; — forma : и -f- p w = C{u - μρι>)η » ( ) (cu ιι ; rs = — μ ), cu traiectoriile de fază reprezentate printr-o familie de spirale de forma celor din fig ; modelarea mate in atică a vibrai Iilor ^ie^ejor de ripide Scanned with CamScanne — forma, : i* = ί>-μ' [/ή cos (k*l) Л sin (/¿*t) I ( ) în cazul rădăcinilor complexe cu partea reală negativă, (r = — μ ( ) și pentru care traiectoria de fază ave forma din fig — in cazul cînd ecuația caracteristică admite o rădăcină dublă negativă, caz corespunzător condițiilor В oo, fapt care evidențiază caracterul instabil al soluției ( ) și deci și al mișcării sistemului vibrant neliniar ; acest caracter instabil al mișcării va fi reflectat in planul fazelor Oii^Uz prin aceea că punctul reprezentativ P(t( ? n ) se îndepărtează continuu, pentru t oo, de originea planului, (fig ) ° Cicluri limită Revenind la cazul sistemelor vibrante neliniare care se deplasează din poziții inițiale mai îndepărtate de pozițiile de echilibru static și deci pentru care pot apărea aspecte de instabilitate a mișcării chiar atunci cînd sistemul de ecuații diferențiale liniare asociat admite o soluție stabilă, se face mențiunea că metoda cea mai comodă de studiere a stabilității mișcării in aceste situații rămine tot metoda topologică, eonstruindu-se traiectoria de fază corespunzătoare mișcării reale a sistemului vibrant, traiectorie a cărei ecuație diferențială, obținută prin împărțirea celei de-a doua dintre ecuațiile de stare ( ) la prima, va avea forma du Aw ψ Jiu - lz(w, a) ( ) dw u Uneori este posibil ca pentru anumite condiții inițiale, sistemul ( ) de ecuații de stare să admită o soluție periodică, cu aceeași perioadă a variabilelor de stare, în care situație traiectoria de fază corespunzătoare acelor condiții inițiale va fi o curbă închisă ( Ι\), Stabilitatea mișcărilor sistemelor vibrante Scanned with CamScanner trasată prin linie continuă în fig , această curbă — obișnuit eliptică — împărțind planul fazelor în două subdomenii, unul exterior și altul interior curbei; pentru alte poziții inițiale, aflate în unul din cele două subdomenii separate prin curba (IV,), traiectoriile de fază vor putea avea forme spiralico care să se apropie asimptotic de curba ( Γρβ) — curbele ( Tj J și (Гр,) trasate prin linii și puncte in fig —, sau să se îndepărteze continuu de curba (I\) — curbele (Гр ) și (Γ/ζ)> trasate prin linii întrerupte în fig Curba (Γρ ) poartă în acest caz numele de ciclu limită și acest ciclu poate fi de următoarele trei tipuri : — Ciclu limită stabil, cînd traiectoriile de faza corespunzătoare pozițiilor inițiale din ambele subdomenii tind asimptotic spre curba (Гр ), (fig , a), acest tip de ciclu limită corespunde unei mișcări simplu stabile a sistemului vibrant Fig , Fig — Ciclu limită instabil, cînd traiectoriile de fază corespunzătoare pozițiilor inițiale din ambele subdomenii ale planului fazelor se îndepărtează continuu de ciclul limită, fig , b; acest țip de ciclu corespunde unei mișcări asimptotic stabilă în subdomeniul interior curbei (l\)și unei mișcări instabile în subdomeniul exterior — Ciclu limită semistabil, c ind traiectoriile de fază corespunzătoare pozițiilor inițiale dintr-un subdonieniu se apropie asimptotic de ciclul limită, iar cele corespunzătoare pozițiilor inițiale din cel — ct Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide ί " ' - -n- Ы - ■ ■ ■ * I ■ ■■ - ι — ■ I » de-al doilea subdomeniu so îndepărtează continuu dc ciclul limită, (fig , c și d) ; această ultimă situație reflectă existența unor mișcări simplu stabilo intr-unui din subdomenii și a unor mișcări instabile in cel de-al doilea subdomeniu Originea planului fazelor este considerată ca un ciclu limită degenerat, corespunzînd unor mișcări stabile, sau instabile, numai în exterior Asemenea situații cu evoluții în cicluri limită pot fi întUnite în cazul sistemelor vibrante neliniare, cu neliniaritatea datorată numai amortizării, deci cu mișcarea descrisă de o ecuație de forma w + p/(W, w)w -\-k w = , ( ) unde /(?c,w) este funcția care modelează neliniaritatea amortizării Prin introducerea variabilei w = u, ecuația diferențială ( ) va putea fi înlocuită cu următorul sistam de ecuații de stare : Țw = u; ù = u)u — k w, ( ) Pentru condiții inițiale care satisfac condiția /(%, «o) =:p, ( ) I sistemul ( ) de ecuații diferențiale va admite o soluție periodică, care va descrie, sub forma finită, mișcarea sistemului vibrant în absența amortizării; traiectoria de fază corespunzătoare acestei soluții va fi deci o curbă închisa, a cărei ecuație va fi reprezentată, în unele cazuri, chiar prin ecuația ( ) în funcție de semnul factorului numeric μ și de subdomeniu în care se situează alte poziții inițiale, traiectoriile de fază corespunzătoare acestor poziții vor putea fie să se apropie de ciclul limită, fie să se îndepărteze continuu de acesta Scanned with CamScanner Studiul stabilității mișcărilor sistemelor vibrante neautonome ι ■ ■ I " După cum s-a mai spus, în cazul sistemelor vibrante neautonome apariția aspectelor de instabilitate a mișcărilor se datorează funcționării sistemelor în condiții apropiate de cele ale rezonanței de un ordin oarecare și studiul stabilității mișcării unui asemenea Stabilitatea mișcărilor sistemelor vibrante Scanned with CamScanner sistem implică stabilirea dependenței dintre amplitudinile diverșilor termeni ai soluției ce descrie mișcarea forțată a sistemului vibrant și pulsația excitației, aceasta din urma fiind, de regulă, o solicitare armonică aplicată unuia din clementele sistemului vibrant întrucît principalele metode de studiere a stabilității mișcării sînt distincte pentru cele două categorii de sisteme vibrante neautonome — liniare și neliniare —, se impune prezentarea separată a lor, prezentare care va fi făcută în cele ce urmează Studiul stabilității mișcării sistemelor vibrante neautonome liniare Studiul stabilității ișcării sistemelor vibrante liniare neau- tonome eu ajutorul diagramei Nyquist Principala metodă de studiere a stabilității mișcării sistemelor vibrante liniare neautonome este aceea a construcției diagramei funcției de transfer, sau a diagramei Nyquist, a unui sistem vibrant liniar excitat armonic, funcție ce va fi definită în continuare în condițiile excitării unui singur element al unui sistem vibrant liniar, mișcarea lui va fi descrisă prin sistemul de ecuații de stare, sistem care va fi retranscris în continuare, prin izolarea primei ecuații, sub forma j ttj — ih + Ejjih - I^t) ; J= ( ) r ui = -®Л i(l + J = ( i — , , , r) Se va arăta mai întîi eă acest sistem de r ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți, de ordinul întîi în cele r funcții necunoscute de timp reprezentate prin variabilele de stare u¡, (i == , , , r), poate, fi înlocuit cu o singură ecuație diferențială liniară cu coeficienți constanți, de ordinul r, într-o singură funcție necunoscută de timp, reprezentată prin una, oarecare, — de exemplu, prin prima — dintre variabilele de stare Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide WWW-ffW^^M-^W »-iP R· -n J b | · »Μ^ -^ЪйВ-глпЛ^ — -ф W* * *·" WWRi-W— · -* * ■ L-ь- —■ Лк - - ™ W ■'►-‘-■‘■FF ■“ ■ ■ -— Scanned with CamScanne într-adevăr, prin derivarea succesivă în raport cu timpul a sistemului ( ) de ecuații de stan;, dc la derivata de ordinul iutii pina la derivata de ordinul r — , не obțin următoarele ( r — ) sisteme de cite r ecuații : - £ b’n u'k> = - i fc+’> + Etl u[k> + ZJa' (/) ; ( ) cu următoarele semnificații pentru expresiile u'p și : * d* f ( ) dtk dr (j = , , , · , r; fc = , , —, r — ) Este ușor de verificat că prin introducerea notațiilor u = u,; ГЧ =/(i), ( ) ansamblul format din sistemele ( ) și ( ), eonținmd un număr total de Ne = r + r( r — ) = r ( ) ecuații, poate fi retranscris sub următoarea formă concentrară : - £ u(*> = - itife+ ) + En U )‘ Λ «ο ( ) în care prin Scanned with CamScannei Лр) = SF [/(«)] ^(p) = *M ] au fost notate transformatele Fourier ale excitației și răspunsului, numite încă, respectiv, transformata Fourier a mărimii de intrare f(t) și transformata Fourier a mărimii de ieșire u^t) Funcția conplexă Щір), definită prin relația Σ* в^ірУ = -= Я(р)с'№ , ( ) Σ л=о CU ’ ■ /ад - I Π(ίρ) [ - f [Ко + [Im (Я(ір))П φ == arctg , ( ) Во[Я(ір)] este numită funcție de răspuns iu frecvență, sau funcție de transfert a sistemului vibrant liniar considerat, Prin introducerea notației ( ), relația ( ) va putea fi scrisă sub forma ( ) B G Μ otte taren niatcnidílcd atunci cînd aceasta din urmă este armonică, adică do forma /(Í) / sin (pl), ( ) situație întîlnită curent în tehnica vibrațiilor, fio în testările la vibrații ale utilajelor și structurilor elastice, fio în încercările de identificare a sistemelor vibrante într-adevăr, în această situație ecuația ( ) va lua forma Uo Hin(id)] ( ) și determinarea soluției ei particulare, corespunzătoare răspunsidui in regim permanent, va putea fi făcută prin metoda complexă Considerînd deci o a doua excitație armonică, de forma /*( = fo cos (pt), ( ) aplicată în aceleași condiții ca și excitația ( ), mișcareafsistemului vibrant considerat va fi descrisă acum prin ecuația diferențială r (lJt r- , Σ A—: W) = Σ -B*-? ; Lf»cos (î’OJ (-” -“· ) AcaO / ( ) si ζ Ζ - H(ip)/ ^ - Я(ір)ф(ір) = ЛО»)//'*·*^, ( ) din ultima rezultind оопяесЬЦа Uj/ = Im ζ,/ — faWp) «in (pi + φ) ~ «® sin (pt ψ φ), ( ) U u? - лад ( ) Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rigide Scanned with CamScannei reprezcntînd amplitudinea răspunsului Se poate trage deci concluzia că funcția de transfer a unui sistem vibrant furnizează prin modulul ei I Я(ір) I = Щр) = X, ( ) Jo raportul dintre amplitudinea răspunsului și amplitudinea excitației și prin argumentul ei arg [ЯВД] = φ = φ( >) ( ) defazajul dintre răspuns și excitație De aici rezultă și posibilitatea de a studia stabilitatea mișcării unui sistem vibrant liniar excitat armonic prin urmărirea variației funcției de transfer în funcție de pulsația excitației, urmărire care poate fi realizată prin construcția — fie în baza formulelor stabilite pentru funcția de transfer, fie prin determinări experimentale de moduli și argumente ale funcției de transfer — a unor diagrame Diagrama cea mai frecvent folosită este diagrama Nyquist, construită în planul complex QRil cu ajutorul coordonatelor polare Щр) Și φ(?)? (fig· ) Această diagramă va prezenta, ca și diagrama polară din fig cu care se aseamănă, un număr de bucle egal cu nu-mărull gradelor de libertate ale sistemului vibrant — același ca și numărul modurilor sale proprii de vibrație —, în fiecare buclă zonele de instabilitate corespunzînd porțiunilor din diagramă situate în vecinătatea punctelor de rază polară maximă ; deosebirea față de diagrama polară din fig constă în aceea că, iu funcție de numărul gradelor de libertate ale sistemului vibrant liniar, diagrama Nyquist corespunzătoare lui va putea avea bucle nu nurnai în seiniplauul I Fig , Studiul stabilității mișcării sistemelor vibrante neautonome nolîniare T ■ r ■- I I > ■J ' J - ■ ° Studiul stabilității mișcării sistemelor vibrante neliniarc neautonome prin metoda perturliației Considerimi și [acum numai F Stabilitatea mișcărilor sistemelor vibrante Scanned with CamScanner cazul sistemelor vibrante ncliniare neautonome cu un singur grad do libertate, mișcarea unui asemenea sistem vibrant va fi descrisă printr-o ecuație diferențială de forma ( ), adică w + G(w, w) + F(t) = , ( ) cu precizarea insa că funcția I'’(î)j care reprezintă termenul datorat excitației, va fi presupusă, în cele ce urmează, periodică, deci satis-făcînd relația F(i) = F(t + T), ( ) cu tc T = —> ( ) P unde T și p sînt, respectiv, perioada și pulsația excitației, precizare justificată, pe de o parte, de faptul că aceasta este și situația întîlnită obișnuit în tehnica vibrațiilor neliniare și, pe de altă parte, de faptul ca doar pentru asemenea situații au fost elaborate, pînă acum cel Hi puțin, procedee concrete și eficiente, bazate pe metoda perturba* iilor, de studiu al stabilității mișcării Se va demonstra mai întîi că, folosindu-se metoda perturba-vibrant neliniar, cu țiilor, studiul stabilității mișcării unui siste: ecuația diferențială a mișcării de forma ( ), poate fi redus la studiul stabilității soluției ecuației diferențiale a vibrațiilor liniare parametrice ale unui sistem cu un grad de libertate, fapt care va justifica și motivul pentru care analiza stabilității mișcării sistemelor vibrante liniare parametrice nu a fost prezentată în primul subpunct al paragrafului într-adevăr, în condițiile unei mișcări făiă aspecte de insta' bilitate a sistemului vibrant neliniar considerat, soluția ecuației diferențiale ( ), caro descrie mișcarea acestui sistem vibrant, va fi de regulă, datorită condiției ( ), și ea periodică, de aceeași perioadă T ca și a excitației ; în consecință, dacă se notează cu — Wy(t) această soluție, саге va verifica ecuația ( ), adică se va putea serie relația Wj -p G(wlt Wj) + l’( , ( ) ea va satisface condiția w,(i) «««> ($ + T), ( ) aceasta fiind singura situație luată în considerație în continuare Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de rițilde Scanned with CamScannei întrucît în cazul sistemelor vibrante neliniare aspectele dc instabilitate ale mișcării survin, de regulă, în urma modificării para* metrilor funcționali inițiali, не va admite că, datorită unor condiții inițiale diferite de cele caro au condus la soluția w¡ - wh( , parametrul lagrangeian a căpătat o perturbale v ~ v(l), deci că mișcarea sistemului vibrant va fi determinată acum prin ecuația w — wx( - v(t) = w( , ( ) cu funcția w(t) trebuind, de asemenea, să satisfacă ecuația diferențială ( ), fiind valabilă deci relația («h + ®) + + υ ; «л + ύ) + Γ( = , ( ) deoarece atît parametrii constructivi ai sistemului vibrant, cit și excitația la care este supus acesta, nu au suferit schimbări în cazul unei perturbații î?(î) mici — situație intilnită in cazul mișcărilor stabile —, se va putea dezvolta funcția (?(u?! + v; + - i?) = GțwjW) în serie Mac Laurin în junii valorilor w = și w = = w renunțîndu-se chiar în dezvoltare la termenii de ordin superior ordinului întîi în v și ύ (termenii neliniari), adică se va putea accepta aproximarea &(гОі + V ; ~ ύ) « wj + aoW “h rti(t)¿’ ? ( ) cu (rtWp tCj) = G(w, w)v=o r v= ( - ) § «i(i) fiind deci tot funcții periodice do timp de perioadă T, prin intermediul variabilei w^t), care satisface condiția ( ) în aceste condiții, ecuația ( ) va lua forma [wx + G(wlt Wj) - uF(i) ] - [b* + «i(i) V - «o( r] — θ> conducînd, prin considerarea și a relației ( ), la următoarea ecuație diferențială liniaiă omogenă, eu coeficienți periodici, îu per- turbala «( : « «i( ^ ‘ ^οίΟ' ’ “ θ· Efectuind, în continuarci, schimbarea do variabilă -¿piteai ’ ' y = ye , ( ) Stabilitatea mișcărilor /¡internelor vibrante Scanned with CamScanne ( ) se va putea aduce ecuația ( ) hi forma ( ) * У + /(О У = О» ( ) analogă ecuaț iei ( ) care modelează matematic vibrațiile liniare în jurul poziției de echilibru static ale unui sistem vibrant liniar para-metric, cu funcția J{t), determinată prin relația Л =«„(¡) - -γ«ΐ(ί), ( ) reprezentînd o funcție periodică de timp, de perioadă T Întrucît existența unei soluții stabile, sau instabile, a ecuației diferențiale ( ) va putea atesta, in baza relației ( ), caracterul stabil, respectiv instabil, al soluției ecuației diferențiale ( ) a perturbatici r(t) și deci, prin aceasta, și caracterul stabil, sau instabil, al mișcării sistemului vibrant neliniar considerat, se justifică afirmația făcută la începutul subpunctului, privind posibilitatea reducerii studiului stabilității mișcării unui sistem vibrant neliniar neautonom la cel al stabilității mișcării unui sistem vibrant liniar parametric După cum s-a arătat în subpunctul b, soluția generală a ecuației diferențiale ( ) are forma cu ( ) undo С, І c sînt СОП ЙЙ = C ± yc* ( ) ale ecuației caracteristice ( ), ceea ce înseamnă, în ultimă instanță, că stabilitatea soluției depinde de valoarea constantei C ; recapitulînd observațiile făcute la sfîrșitul subpunctului b) din § cu privire la natura rădăcinilor z, și z , se vor putea trage următoarele concluzii în legătură cu stabilitatea soluției ecuației diferențiale ( ) : — soluția ( ) a ecuației diferențiale ( ) este stabilă în cazul cînd coeficientul C satisface condiția |C| C , ( ) sau încă - , ( ) sadică C in cazul caracteristicii elastice tari și cu β ,?/] = θ, care, prin considerarea și a condiției ( ), va conduce la următoarea ecuație diferențială în perturbala у : ÿ - (α - pw?)y = ( ) Întrucît, datorită formei membrului drept, soluția periodică a ecuației diferențiale ( ) va putea fi considerată și ea de forma = W cos (pt), ( ) У fiind o constantă depinzind de condițiile inițiale, se va putea efectua, în ecuația ( ), înlocuirea Wi = W cos (pt) = — W [l - cos ( pt)], în baza căreia ecuația menționată va putea fi adusă la forma W /o o — -cos ( pt) ( ) Efectuînd schimbarea de variabilă ( ) și introducînd și notațiile τ = pt, se va putea aduce ecuația ( ) la următoarea formă finală q cos ( r)]y = , ( ) , Stabilitatea mișcărilor sistemelor vibrante ”” ~ “ |М,,И " д r -и —IM ■ — » ■TFT - ■-j— , , , - — ■ - - — - Scanned with CamScanner identică ecuației ( ) dc tip Mathieu (cu i* = τ), fapt care atestă posibilitatea studierii stabilității mișcării sistemelor vibrante neliniare dc tipul celor cu caracteristică elastică cubică și cu amortizare neglijabilă, plecindu-se de la o ecuație diferențială Mathieu Întrucît ecuația diferențială ( ) reprezintă o particularizare a ecuației diferențiale ( ), soluția ei generală va putea fi prezentată și sub forma ( ), adică se va putea scrie y = A e* ln Zt Φχ(τ) + Β^ ηΖ*Φ (τ), ( ) A și B fiind constante de integrare, Φχ( τ) și Φ ( τ) fiind funcții periodice de τ, de perioadă τ = pT = p- ( ) iarăși s fiind rădăcinile ecuației caracteristice ( ), sau ( ), cu observația că în cazul de față coeficientul à al ecuației caracteristice este o funcție de parametrii a și q ai ecuației diferențiale ( ), adică de forma C = C(a, q) ( ) Fără a intra în detalii de calcul, se va face precizarea că stabilirea formei concrete a funcției precedente de variabilele α și q poate fi făcută, în baza relațiilor ( ) și ( ), plecîndu-sc de la un set de soluții fundamentale ÿx(r) și y (T)> care satisfacă condițiile ( ) Admițîndu-se că această funcție a fost determinată, se va observa că rămîn și aici valabile concluziile de la sfîrșitul subpunc-tului al paragrafului, privind posibilitatea do apreciere a caracterului stabil, sau nestabil, al soluției generale ( ) în funcție Modelarea matematică a vibrațiilor sistemelor de ripide Scanned with CamScannei Ideea construcției acestei diagrama iși are originea in observația ca din analiza condițiilor ( ) și ( ) rezultă că pragul de trecere de la o soluție stabilă la o soluție stabilă a ecuației diferențiale ( ) — si deci și a ecuației diferențiale Mathieu — îl constituie valoarea jCf = a coeficientului ecuației caracteristice ( ) și eă deci reprezentarea grafică a funcției |C(u, )| - = ( intr-un plan Oaq, va permite delimitarea zonelor de valori ale parametrilor a și pentru care soluția ( ) este stabilă, de zonele pentru care soluția este nestabilă Q(a,q) grafic este alcătuit dintr-o infinitate de ramuri de curbă de forma celor din fig , aceste ramuri intcrsectind axa Ou in puncte reprezentativ Q(a, q) din planul Fig tuia dintre poziția și împărțind planul Oaq in două categorii de zone, din care unele au fost hașurate, iar celelalte au fost lăsate albe în fig Calculele au permis să se t ragă uuui punct reprezentativ Q(a, q) din planul Oaq și dintre valoarea coeficientului C al ecuației caracteristice ( ), concluzii cu consecințe directe, in baza observațiilor de la sfirșitul subpunctulni °, asupra stabilității soluției ( ) : pentru poziții ale punctului , ( ) care arată că și în acest caz soluția ( ) este nost abila ; — pentru orice poziție a punctului Q(a, q) situata in interiorul unei zone hașurate — nu și pe ramurile do curba caro o delimitează, este valabila condiția (C| , București, Crandall, S , Random Vibration, Massachusetts Institute of Tehnology Press, Cam- bridge, Mass , Doncea, /·, Programarea calculatoarelor numerice pentru rezolvarea problemelor cu caracter tehnic și - Moskva, * Harria, C M , Cret/e, /Í C L, Șocuri șl vibrații, (Irad din limba engleză), Editura tehnică, București, Bibliografia - -л-»·· ■“ ■ л™ Г Л J -Ж-І ■ , ■ W I r I ■ · F - ■ , ■ ■ - ' * Scanned with CamScanner Zoriș\ lu , L, Izmerenir vibrații, (los nmiclno-lchn izdaU rnașinostroitelinoi litera- turi, Moskva, Jucher, J CM Ncwóleud, fi // , Introducere hi teoria t rii пч forni tel Laplace, eu apli- cații hi tehnică Ed tehnică, București, L /мшгіегсг, ZL, Nellneinnln niolinnlcn, IzdiiL Inostr- literaturi, Moskva, - /votami^, Z V » Islrmieulr vibrații inaili, Gos miuclno-tchib izdaL mașinostroitciinoi literaturi, Moskva-Lcningrad, , Kìattnot’, V AM Dinamica magiп от>шісIte, Ed tehnică, București Мас-І л/іІснь Л\ V , Teorìa i prilojciilln fiiiic|ll Mathieu, Izdat, inostr literaturi, Moskva, Mtmwall Cascsnoitcs, £) , Ingeniería de las oscilaciones, Editorial „DOSSAT”, S A , Madrid, MifropoZíííckíí, Zn A-, D Lekțll po teorii koiehanll sistem s zapazdi- vantcm, Kiev, Miíropo/iskíi, Zu A , Marttniukt J Z·, Periodieeskie i cvaziperiodleeskie kolebaniia sistem s zapnzdtvanteni, Goloviioc izdat izdateliskogo obiedineniia, „Vtșa șkola”, Kiev, Mysklesladi Д\ O , Fundamental of Vibration Analysis, Mc Graw Hill Book Com- pany, Inc , New York — Toronto —London, A’as/ùi, Z\, Les régimes variables dans les systèmes linéaires, Ed Dunod, Paris, Radeșt Z , Metode dinamice pentru identificarea sistemelor mecanice, Ed Academiei R S R-, București, Rădoi, AL, Deciu, Voiculescu, D , Curs de mecanică — Elemente de vibrații me- canice, Centrul dc multiplicare al Universității din București, lUpianu, A , Mișcările vibratorii ale arborilor drepți și cotiți, Editura Academiei R S R , București, Rosenivasser, F N , Kolebaniia nelineinlh sistem, Izdat „Nauka”, Glavnaia re- dakția fizico-rnateinaticeskoi literaturi, Moskva, Savant, C- J f Calculul sistemelor automate (traducere din limba engleză), Editura tehnică, București, Schmidt·, G , Parametererregte Sehwingungen, VE B Deut s cher Veriag der Wis- sen sdrai ten, Berlin, Sîlaș, Gh Râdoi, AL, Brínden, L,, Klepp, H·, Hegeduș, A , Culegere de probleme de vibrații mecanice Editura tehnică, București, Sitaș, GA , Vibrații mecanice, Editura didactică și pedagogică, București, Srnirfwv , А Г,, Ustolclvostl l ko leba ni la soorujenli, Gosud transport noe izdat- ' Moskva, Sírarjiiiskíi, V M t К teorii nclhiehilh kolebnnll, Moskovskil gosudarst venii univcrsltct Imeni мМ V- LO MONO SO VA”, Moskva, · L Stepanüv, Vt V Cure de ecuații diferențiale, (traducere din limba rusă), Editura tehnică, București, · Szaba, L, ЕІаШіігипд in die Tclinisclie Meclumlk, Springer-Veriag» Berlin — Heidel- berg — New York, » Tanff Kin, N,, Teoria mehnniceskili kolebnnll, Gosud iiauciuoAehnieeskoe izdaL mașinostrol teii noi literaturi, Moskva, · Voineu, ZL, Voimleneu, Jh, Ceaușii, V·, Ліесниіса, Editura didactică și pedagogică, București, ' Whittaker, E T ,Trenihe un Ihc Aniilylleal Dynamics of Partirles, and IHgld Bodies, Cambridge, at thè University Press, Zubov, V· Z , Teoria kolebmill, „Vlșala șkolaH, Moskva, - https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/